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Resumo: E tendéncia mundial a utilizacdo de técnicas preditivas para o monitoramento de
falhas e também o controle da vibracdo de estruturas, tais como equipamentos, edificios,
pontes e veiculos automotores, falhas estas que sdo responsaveis por altos prejuizos na
industria metal-mecanica e da construcdo civil. Portanto, é de suma importancia o
conhecimento dos mecanismos fisicos que geram estas ocorréncias, sendo um dos mais
importantes os fendmenos fisicos decorrentes da excitagdo de uma estrutura em uma de suas
freqgliéncias naturais ou valores proximos a elas. Com este proposito pretende-se apresentar
a modelagem matematica, computacional e validacdo experimental de um sistema massa-
mola de dois graus de liberdade, construido na forma de bancada, para verificacdo de suas
freqliéncias naturais. Serd apresentada a fundamentagdo teorica, bem como a metodologia
de calculo das freqiiéncias, o detalhamento da construgdo da bancada experimental, coleta,
tratamento e analise dos dados para o referido projeto. Esta bancada sera utilizada como
ferramenta aplicada aos estudos de fenémenos referentes as Vibracbes, Frequéncias
Naturais, Rigidez e Amortecimento nos cursos do CEFET/MG — Campus V.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho é fruto da intencdo de expansdo das atividades relacionadas a area de
Dindmica e Vibracdes Mecénicas do CEFET/MG — Campus V, materializadas através do
Projeto de Iniciacdo Cientifica-Janior (BIC-Jr) “Construcdo de uma bancada para um sistema
massa-mola de 2 graus de liberdade para validacdo experimental do calculo de suas
freqliéncias naturais”.

Seu principal objetivo é a compreensédo das principais grandezas envolvidas na obtencao
das freqéncias naturais de um sistema de multiplos graus de liberdade, passando pela
obtencdo de seu modelo matematico, sua implementacdo numérica e posterior verificacdo
experimental.

2. OBJETO DE ESTUDO


mailto:luciopatricio@yahoo.com.br
mailto:asptobias@yahoo.com.br
mailto:alinedefl@yahoo.com.br

Pensando em futuras aplicacGes, didaticas e académicas, do Laboratério de Dindmica do
Campus V do CEFET/MG, chegou-se a conclusao que um sistema de dois graus de liberdade,
similar a um edificio de dois pavimentos, permite a aplicacdo pratica dos conceitos
envolvidos em Dindmica e Vibragdes, tanto no Curso Técnico de Eletromecéanica como na
Engenharia Mecatronica.

Inclusive, o conhecimento adquirido na aplicacdo do presente artigo servira como base
para um futuro trabalho sobre Absorvedores Dindmicos de Vibracdo, ou seja, esta bancada é
de grande valia didatica e, por conseguinte, académica.

Na Figura 1 ¢ ilustrado, de forma esquematica, o sistema em questdo, composto por duas
massas inerciais, quatro laminas de comprimentos conhecidos e escamoteaveis (duas para o
primeiro pavimento e duas para o segundo) rigidamente fixas para nao haver interferéncia nos
movimentos das massas dos pavimentos.

Figura 1 — Esquema do sistema de dois graus de liberdade
3. MODELAGEM MATEMATICA

Como fundamentacdo tedrica, foram estudados os seguintes topicos: (a) Conceitos
iniciais de grau de liberdade, movimento harménico, rigidez, amortecimento, freqiiéncia; (b)
VibragOes Livres e Forcadas em sistemas de um grau de liberdade, sem e com amortecimento;
(c) VibracGes Livres e Forcadas em sistemas de dois graus de liberdade, sem e com
amortecimento — énfase na obtencdo das frequéncias naturais e modos de vibragdo; (d)
Abordagem matricial dos sistemas de dois graus de liberdade: Método de Newton (Equilibrio
Dinamico ou de D’Albembert) e Equagdes de Lagrange; () Acelerometria e aquisicdo de
dados.

A primeira abordagem do referido sistema foi a do Equilibrio Dindmico (Inman (1996),
Meirovitch(1967)). Partindo da equagdo [M|%)+[C]x+[K]x)=0 foram feitas algumas
consideracdes:

= Todo tipo de amortecimento ¢é desprezado (viscoso, estrutural, histerético), ou seja,
amatriz [C] é nula e, por conseguinte, o termo [C]x também o serd;

= O sistema dextrogiro é tomado de tal forma que a coordenada x é positiva para a
direita, conforme ilustrado na Figura 1;

X
= O vetor deslocamento, (x), é definido como sendo: (x)= (Xl] ;
2

x:

= O vetor acelerago, (%), é definido como sendo: (X)= (le ;
2



= A carga a ser aplicada se d& na forma de um pequeno deslocamento inicial, sendo
entdo considerada uma perturbacdo a uma das massas do sistema, de tal forma a
manter o Equilibrio Dindmico vélido.
Dai, a dindmica do sistema sera dada pela Equacdo 1.
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0 5 |t = (1)
m, (X, 0 k,|[\x, 0
sendo m; a massa do primeiro sub-sistema de um grau de liberdade e k; a rigidez equivalente
das molas planas deste sub-sistema. Para m; e k, toma-se 0 mesmo raciocinio.

3.1 Construcdo de prototipo para validacdo do modelo matemético

Como validacao, fez-se opc¢do pela construcdo de um protétipo deste sistema, contando
com uma simplificacdo: no lugar de quatro molas planas por sub-sistema, colocou-se duas
molas, fixadas por parafusos a secdo média de cada massa, de tal forma a equilibrar
estaticamente o sistema. Na Figura 2 € ilustrada esta configuracao.

Figura 2 — Protétipo construido para validacio experimental do modelo matematico
Para este sistema, foram tomadas as seguintes medidas:

= Espessura das molas planas: h = 1,50mm;

= Largura das molas planas: b = 50,00 mm;

= Altura das molas do primeiro sub-sistema: L; = 253,00mm;

= Altura das molas do segundo sub-sistema: L, = 165,00mm);

= Massa m; = 0,3839Kg;

= Massa m, = 0,3768Kg;

De posse destes dados, calcularam-se 0s momentos de inércia de &rea das molas planas,
definidos, para este caso, na Equacéo 2.
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Calculou-se também a rigidez das molas, definida na Equagéo 3.
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Considerando E = 210GPa, para as molas do primeiro pavimento a rigidez é dada pela
Equacdo 4

9 -12
K= 3(210X10 X14,06X10 ) —546,97N/m 4)
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e para as do segundo pavimento, dadas pela Equacdo 5.
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Numericamente, a equagao do sistema (Equacdo 6) fica:
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Lembra-se que, para ki e ko da matriz [K], os valores a serem lancados sdo de rigidez
equivalente para molas associadas em paralelo, ou seja, k; = 2 (546,97)N/m e
ko, =2 (1971, 85)N/m.

4. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Uma vez de posse das matrizes massa [M] e rigidez [K], partiu-se para a implementacédo
numérica. Para tal usaram-se dois softwares: MATLAB® e LabView®. As rotinas
implementadas tiveram como objetivos:

= De posse dos dados do projeto do sistema, fornecer, para condicGes iniciais
conhecidas, as respostas no dominio do tempo e freqliéncia, das massas m; e my;

— Possibilitar o ajuste das frequéncias naturais de acordo com a variacdo dos
parametros de projeto, principalmente os relacionados a rigidez das molas;

= Facilitar a interface entre o sistema fisico e sua interpretacdo grafica, com a menor
manipulacdo de dados possivel, a fim de se minimizar a propagacao de erros.

4.1 Resultados da simulacdo numérica

Para o sistema citado acima, a implementagdo computacional trouxe a seguinte resposta
numeérica, ilustrada nas Figuras 3 e 4:
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Figura 3 — Deslocamento e FFT da resposta numérica do modelo matematico para a massa m;

w10 Deslocamento da massa m2

5 T T T T T

w2(t)
T

1
1} 0.05 01 015 02 0.25 03 0.35 04 0.45 s
tempo [s]

w10 Deslocamento da massa m2
T T T T T T

i | | n | |
0 g 10 18 20 e 30 k) 40 45 50
frequencia [Hz]

Figura 4 — Deslocamento e FFT da resposta numérica do modelo matematico para a massa m,

As condig0es iniciais para esta simulagio foram:

= Deslocamento aplicado a massa m; = 0;

= Deslocamento aplicado a massa m, = 5,00mm;
= Velocidades iniciais das duas massas = 0;

= Periodo de amostragem = 0,5s;

= Numero de pontos = 1000;

As freqliéncias calculadas foram f; = 5,83Hz e f, = 23,74Hz. Percebe-se, nos graficos de
deslocamento, que o modelo matematico, quando implementado numericamente, apresentou-
se bem posto, uma vez que o deslocamento da massa 2, que recebeu o deslocamento inicial de
5,00mm, oscilou em torno de £5,00mm e a massa 1, pela rigidez do sistema, apresenta leve
atenuacao.



Percebe-se também que a rotina de calculo da FFT (Shampine e Reichelt (1997)) também
se mostra consistente, uma vez que, para diferentes sinais de deslocamento das duas massas,
apresenta resultados, em freqliéncia, idénticos. As amplitudes, referentes a energia
relacionada a cada frequéncia, sdo, como deveriam ser em virtude da relacdo da dinamica do
sistema com suas condic¢des iniciais, diferentes: para a massa 1 a energia se distribui
uniformemente entre
f1 = 5,83Hz e f, = 23,74Hz enquanto que para m, a amplitude para a frequéncia f; = 5,83Hz
prepondera.

5. VERIFICA(;AO EXPERIMENTAL
5.1 Aparato experimental

O aparato experimental utilizado neste experimento ¢é descrito abaixo:

= Micro-computador Dell GTX Flex, memoéria RAM: 2GB, Processador: Pentium
Core Duo;

= Placa de aquisi¢do de dados acoplada a adaptador para conexdo USB da National
Instruments NI USB 9233, de quatro canais, taxa de amostragem: 50k X canal,
resolucdo: 24bits, faixa de entrada de sinal: £5V;

— Acelerdmetro modelo 4514, ganho 1,044 mV/ms? da Bruel & Kjaer, com
respectiva base magnética e cabo de conexdo tipo BNC.

A disposicao da montagem dos referidos equipamentos é mostrada na Figura 5 abaixo.
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Figura 5 — Esquema do aparato experimental utilizado

5.2 Resultados da verificagio experimental

Apdbs montagem do sistema acima ilustrado, foram feitas simulacdes, tentando reproduzir
as condicdes iniciais ja descritas, e os resultados sdo os ilustrados nas Figuras 6 e 7.
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Figura 6 — Deslocamento e FFT da resposta experimental do sistema para a massa m;
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Figura 7 — Deslocamento e FFT da resposta experimental do sistema para a massa m,
Comparando-se os deslocamentos, pode-se perceber, pela Figura 8, que:

= HA& a presenca de atenuacdo do sinal experimental, virtude do amortecimento
estrutural (Ewins(1984)), desconsiderado no modelo matematico;

= Como a perturbacdo ocorre na massa m,, 0s valores para o deslocamento x; tedrico
e X; experimental apresentam pequena diferenca, mas encontram-se na mesma
ordem de grandeza;

= Ha uma pequena defasagem temporal entre o sinal da simulagdo numérica e o
experimental, virtude de o sistema de captura de dados ser acionado manualmente,
ndo via trigger, o0 que acarreta pequeno atraso no sinal experimental.
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Figura 8 — Comparacéo entre a resposta numérica e experimental para a massa m;

Tomando raciocinio anadlogo com a massa my, pela Figura 9 vé-se:
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Figura 9 — Comparacdo entre a resposta numérica e experimental para a massa m,

= O sinal experimental apresenta valor maior que 5,00mm, o que € justificado pela
impossibilidade de se controlar o valor exato do deslocamento imposto & massa

mo.
= A forma de onda apresentada experimentalmente

reproduz,

de maneira

relativamente eficaz, o resultado numérico, descontando-se os efeitos de
amortecimento presentes no sistema real e ndo considerados no modelo;
= A defasagem temporal entre o sinal da simulacdo numérica e o experimental é

evidente e ja justificada no paragrafo acima.



Comparando-se as freqiiéncias obtidas numericamente e experimentalmente, percebe-se
uma pequena diferenca entre os valores de f; e f, numéricos em relacdo aos experimentais, a
saber:

= f1 numérico = 5,83Hz; f; experimental = 6,01Hz;
= f, numérico = 23,74Hz; f, experimental = 24,02Hz;

Tomando-se o valor numérico como referéncia, a variagao percentual para f; € de 3,09%
e para f, de 1,18%.

6. CONCLUSOES

Lembrando que o presente projeto se desenvolveu sob uma peca prototipo, considera-se
que os resultados acima apresentados validam o objetivo do trabalho, e, por conseguinte, do
Projeto de Iniciacdo Cientifica Jr, uma vez que a verificagdo experimental de um modelo
teorico, através da comparacdo com uma solugdo numérica, foi atingida. J& se encontra em
fase final de montagem uma variacdo do atual sistema, composto de oito molas de deflex&@o
em substituicdo as atuais quatro, que servird como base para um projeto que envolve
Absorvedores Dinamicos de Vibracdo. Esta aplicacdo ja esta sendo utilizada como
experiéncia préatica na disciplina de Manutengdo, donde se estuda o fendbmeno de ressonancia,
com sensivel melhora na compreensdo por parte dos discentes, pois estes podem, usando 0s
conceitos de manutencdo preditiva e andlise de vibragbes, modelarem o sistema
matematicamente e, posteriormente, verificarem experimentalmente o0s resultados
anteriormente obtidos. Esta pratica proporcional, além de novos conhecimentos, a
solidificacdo de outros, estudados em disciplinas correlatas, principalmente as que envolvem
Mecénica dos Solidos e Elementos de Maquinas.

Em relacdo ao aproveitamento das bolsistas de Iniciacdo Cientifica, foi notdrio seu
desenvolvimento, tanto académico, quanto como discente. Elas foram expostas a conteddos
normalmente lecionados em cursos de graduacdo, e responderam positivamente a isto,
mostrando-se interessadas, inclusive, em seguir a carreira de Engenharia ap6s o curso técnico.

A avaliacdo do projeto consistiu na geracao de dois relatérios, um parcial aos seis meses,
e um final, aos doze meses de trabalho, bem como a confec¢do de um caderno de bordo, no
qual consta as notas de aula, as configuraces das montagens, valores experimentais e rotinas
computacionais a serem implementadas.

Para os docentes, esta experiéncia foi um grande desafio, pois foi necessario fazer a
tradugdo matematica de contetdos de cunho intrincado para alunos que nunca haviam tido
nenhuma experiéncia com pesquisa. Os resultados foram, ao ver dos docentes, muito
satisfatorios, pois esta pesquisa tera seu prosseguimento, sendo estas alunas sérias candidatas
a sua continuacéo.
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MATHEMATICAL MODELLING, COMPUTATIONAL
IMPLEMENTATION AND BUILDING OF A TWO DEGREE OF
FREEDOM MASS-SPRING SYSTEM FOR DYNAMICS STUDIES

Abstract: Is a global trend the use of predictive techniques for tracking faults and also
control the vibration of structures such as equipment, buildings, bridges and motor vehicles,
failures that are responsible for high losses in manufacturing metal-mechanical and civil
construction. Therefore, it is critical knowledge of the physical mechanisms that generate
these events, one of the most important physical phenomena arising from the excitement of a
structure in one of its natural frequencies or values close to them. With this purpose it is
intended to present the mathematical modelling, computational and experimental validation
of a mass-spring system of two degrees of freedom, built in the form of bench, for verification
of their natural frequencies. It will present a theoretical foundation and the methodology for
calculating rates, the detailing of building bench trial, collection, processing and analysis of
data for that project. This bench will be used as a applied tool to studies of phenomena
relating to Vibrations, Natural Frequencies, Stiffness and Damping in the CEFET/MG -
Campus V courses.

Key-words: modelling, mechanical vibrations, natural frequencies, resonance.
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