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Resumo: O presente artigo tem o objetivo de apresentar o uso do numero complexo aos
estudantes de engenharia civil. Inicia-se com a historia do numero complexo, a origem da
equagdo de Euler, e resolve-se a equagdo de movimento de um sistema massa-mola com um
grau de liberdade, dotado de amortecimento viscoso, utilizando-se numeros complexos, o que
torna a equacdo diferencial em uma equacdo algébrica. E uma abordagem diddtica, que visa
despertar o interesse dos alunos de engenharia civil pelos numeros complexos. Finalmente,
aplica-se a presente formulagdo a um caso pratico da engenharia estrutural.

Palavras-chave: Numeros complexos, dindmica estrutural, ensino na engenharia.

1 INTRODUCAO

A referéncia mais antiga a raizes quadradas de numeros negativos talvez tenha ocorrido
no trabalho do matematico grego e inventor Heron de Alexandria, no século 1 D.C., quando
ele considerou volumes de troncos de pirdmide impossiveis (BHATTI, 2007).

Numeros complexos entraram em maior evidéncia no século 16, quando férmulas
fechadas para as raizes de polindmios de terceiro e quarto grau foram descobertas por
matematicos italianos, como Niccolo Tartaglia e Gerolamo Cardano (O’CONNOR &
ROBERTSON, 2007). Rapidamente se percebeu que essas féormulas, mesmo que se usadas
para solucdes reais, por vezes requeriam a manipulacdo de raizes quadradas de niumeros
negativos. Por exemplo, a formula cubica de Tartaglia da a seguinte solugdo para a equacao

x’—x=0:(0O’CONNOR & ROBERTSON, 2007)

XXXV Congresso Brasileiro de Educacdo em Engenharia — COBENGE 2007
2P06 - 1



1 1/3 1
F A

A primeira vista, isso parecia sem sentido, pois envolvia encontrar as raizes cubicas de
um namero dado pela raiz quadrada de —1. Entretanto, calculos formais mostram que essas

raizes (solucdes da equagdo z° =i) sdo—i, (i+\/§)/ 2 e (i—\/g)/ 2, que, substituidas na

solucdo de Tartaglia, resultam em 0, 1 e —1, que sdo as solugdes de x’ —x=0.

Isso tudo ndo era completamente compreendido, uma vez que nem mesmo numeros
negativos tinham sustentacdo solida naquela época. O termo "imaginario" foi criado por René
Descartes em 1637, e tinha a intengdo de significar "derrogatério". Uma outra fonte de

confusdo era a equagdo J-1 ‘- J-1/-1=-1, que na época, parecia inconsistente com a
identidade algébrica JarJb =+Jab, que, como se sabe hoje, ¢ valida para a e b reais positivos.
O uso incorreto dessa equagdo ¢ creditado at¢é mesmo a Euler. Essa dificuldade levou a
convengdo de usar o simbolo especial i em lugar de~/—1.

No século 18, Abraham de Moivre e Leonhard Euler desenvolveram seus trabalhos. A De

Moivre (1730) ¢ atribuida a féormula que leva seu nome, a formula de De Moivre
(O’CONNOR & ROBERTSON, 2007):

n

(cos® +isend)’ = cosnd +i sen nd
¢ a Euler (1748), a formula de Euler (WEISSTEIN, 2007), da anélise complexa:
cos0+i send = e”

A existéncia de nimeros complexos ndo foi completamente aceita até a interpretagdo
geométrica ter sido descrita por Caspar Wessel (O’CONNOR & ROBERTSON, 2007), em
1799; ela foi redescoberta e popularizada muitos anos depois por Carl Friedrich Gauss, e
gracas a isso, a teoria dos nimeros complexos recebeu uma notavel expansdo. Entre os que se
aprofundaram na teoria moderna, estio Mobius, Dirichlet, Klein, Weierstrass, Schwarz,
Richard Dedekind e Henri Poincaré.

2  SERIE DE TAYLOR

A série de Taylor ¢, de forma simplificada, um tipo de soma infinita capaz de aproximar
uma dada fun¢do f(x) na vizinhanca de um ponto x = a, definida por:

n
x—a)

fx)=fa)+

S@ () LD gp SOD gy oy L@
1! 2! 3! a0 n!

Por exemplo, o desenvolvimento da série de Taylor das fungdes f(x)=senx ¢
f(x)=cos x na vizinhan¢a de a =0 sdo:

3 xS x7 x9 xll

sen(x) =x—-——H—+—H—+F———+--- 1
() 3t 5t 7t 90 11! L)

2 4 6 8 10
X X X X

X
os(x)=1-"—+— -4 4. 2
cost) ==t e T8 101 @
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Na Figura 1 pode-se ver como a série de Taylor da funcdo f(x)=sen x se torna cada vez

mais proxima da fungdo exata, conforme o numero de termos ¢ aumentado, tanto para o
desenvolvimento na vizinhanca do ponto (a) a=0 e (b) a=7n/2. Escolhe-se
convenientemente o valor de a conforme o desenvolvimento da série que se deseja encontrar.

/AN VAN
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|

NN Lo
\

\/\ oY VoA Vo)

AV \/\(a) /\/\(;\/\

Figura 1. Séries de Taylor para a fungdo f(x) =sen x com, de cima para baixo, 2, 5, 10,
15 e 20 termos, na vizinhangade (a) a=0 e (b) a=7n/2.

3 EQUACAO DE EULER

Pode-se usar séries de Taylor também para encontrar aproximacdes de funcgdes que
envolvem numeros complexos, lancando mio de suas propriedades. Uma vez que i*" =1,
i =i, i*? =—1ei"” =—i, onde n ¢ inteiro, temos que os desenvolvimentos da fun¢do

f(x)=¢€" é&:

. B - B Y
et =ltix - — it e e =+ (3)
21 31 41 5! 6! 7! 8! 9! 10! 11!

Analisando-se os termos com poténcias pares de x, vé-se que sao os mesmos do
desenvolvimento da Equacdo (2). Da mesma forma, os termos com poténcias impares de x
sdo os mesmos da Equacao (1), porém, multiplicados por i. Portanto, a partir dai, somando-se
as Equagdes (1) e (2), e trocando a variavel x pela mais comumente usada 0, chega-se a:

e® =cos0+isend 4)
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A Equacido (4) ¢ a chamada equacao de Euler.
Rotagao de vetores em torno da origem no plano complexo

Numeros complexos sdo andlogos a vetores quando dispostos no plano complexo, em que
o eixo das abscissas representa a parte real do nimero, € o eixo das ordenadas, a parte
imaginaria. Um dos usos da equacdo de Euler ¢ o de que um niimero complexo a+bi,

quando multiplicado por e”, tem como resultado um niimero complexo que ¢é, no plano
complexo, a rotagdo de um angulo 0 do vetor que representa a + bi .

Isso pode ser verificado observando o efeito individual da multiplicacdo de cada
“componente” do vetor a +bi por e”, ou seja:

ae” =acosO+ ai send (%)

bi e® = bicos®—b send (6)

As Figuras 2 (a) e 2 (b) ilustram as Equagdes (5) e (6), mostrando os vetores originais e
os vetores resultantes das multiplicacdes destes por e . Assim, fica claro ver que o nimero
complexo a+bi, também serd rotacionado de um angulo 6 em relagdo a origem, quando

multiplicado por e . Isso é mostrado na Figura 2 (c).

Im Im Im

a+bi

T Re Re Re
a a

(a+bi)e?

ae'? b sen 0
asen © 0

o R 9
acos© ¢ -b cos 0 Re ke

(a) (b) (©)

Figura 2. Rotagdes de vetores em torno da origem no plano complexo causadas pela
multiplicagio destes por e”.

4 RESPOSTA DE UM SISTEMA ESTRUTURAL A CARGA HARMONICA

/1 F—— v(9) — (9

j ¢ Fs=c W(f)

4+ S

; m — p(0) m — p(?)

/ -]

; k Fp=k v(t)

SIS S S S SSS S S SIS S S S
(a) (b)
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Figura 3. Representacdo de um sistema massa-mola com amortecimento.

Considera-se um sistema estrutural qualquer (tal como uma ponte, uma caixa d’agua, ou
um edificio) submetido a um carregamento dinamico, ou seja, variavel no tempo. O sistema
pode ser representado por uma massa m, € a rigidez € o amortecimento da estrutura podem
ser representados pela constante elastica k£ e pela constante de amortecimento viscoso c.
Esse modelo esta representado na Figura 3, onde se pode verificar, no diagrama de corpo livre
do sistema, as forgas que nele atuam. A partir da soma das forgas que atuam no sistema,
chega-se a:

mv(t)+cv(t) + kv(t) = p(?)

Onde v(t) € a resposta dindmica do sistema ao carregamento p(¢), ou seja, ¢ a funcio

que representa o deslocamento do sistema massa-mola que representa a estrutura, em fungao
do tempo. Supondo-se que o carregamento p(¢) & harmonico, ou seja, tem variacao

cossenoidal, temos:
p(t)= P, cos(ot +¢) (7)

P, ¢ a amplitude maxima da carga, o ¢ a freqiiéncia angular da carga e ¢ ¢ a fase da

carga, que permite que a mesma inicie sua atuagao com um valor diferente do seu valor
maximo. Com o uso da identidade de Euler, temos:

i(ot+o)

e = cos(wt +@)+isen(wt+¢) e e ) = cos(wt + ¢)—isen(ot +¢)

Equagdes estas, que, depois de multiplicadas por F,,somadas e rearrumadas, levam a:
1 ip iot —ip _—iot
p(t)= E{POe *e" + Pe e }
Definindo P = B¢’ e seu conjugado complexo P* = P,e™, teremos, portanto:
1 iot —iot
p(t)zE{Pe + P )

Para uma carga variando de forma cossenoidal, e sendo o sistema linear, a resposta v(¢)

sera também cossenoidal. Entretanto, a resposta ndo estard necessariamente em fase com o
carregamento, devido a atuacdo do amortecimento sobre o sistema. Isso significa que,
enquanto a carga atua na estrutura, seu deslocamento maximo nao ocorre sincronizadamente
com o valor méximo do carregamento, € sim, um pouco atrasado. Pode-se assumir, portanto,
que a resposta tem a forma:

v(t) =V, cos(ot +6) )
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Onde V, ¢ a amplitude maxima do deslocamento sofrido pelo sistema e 0 ¢ a fase da
resposta, que ¢ diferente da fase do carregamento, que € ¢ . O objetivo é determinar a resposta
do sistema, ou seja, determinar os valores de V,, e 0.

Aplicando transformacgdes analogas as aplicadas a carga, pode-se reescrever a resposta:

v(t) = %{Voeieei“” +V,e e ™ }: %{Veim +V ke } (10)

Onde define-se ¥ =V,e" e seu conjugado complexo V*=V,e™.

Seja agora a tarefa de encontrar o valor de v(¢). Para isso, imagina-se, inicialmente, a
primeira parcela da Equagdo (8) atuando como uma “carga complexa” no sistema, ou seja,
p,(t) = Pe™ . Como o sistema ¢ linear, fica claro que a resposta a essa carga serd dada pela

primeira parcela da Equagdo (10), € serd da forma v, (¢) = Ve™ . Sabendo-se que:
L3
dt

. d’
v(i)=—>
0)=—5

i(t) = (V™ )= i Ve

(Vei“” ): —w’Ve™

Entdo a substituicao na Equacao (7) resulta em:
—o'mVe™ +incVe™ + kVe™ = Pe
Ou:
(—w2m+ic)c+k)V =P
Que ¢ uma equacao algébrica, e assim:

P
V= 11
—o'm+ioc+k (i

Agora deve-se lancar mao de um artificio que envolve a rotacdo de um vetor no plano

complexo, com o uso da equagdo de Euler, para simplificar o denominador — @’ m + ioc + k .
A Figura 4 (a) mostra o vetor correspondente a esse niumero complexo, no plano complexo.
Pode-se afirmar que seu modulo € igual a:

p=lk—om) +(oc)

E que o angulo que este faz com o eixo real ¢ igual a:

e
o =arctan —
k—o'm
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Figura 4. O denominador da Equacgao (11) pode ser entendido como um nimero real
multiplicado por e, ou seja, rotacionado de um angulo o..

Portanto, pode-se imaginar que o denominador da equacao (11) ¢ um vetor no plano
complexo, originalmente horizontal, com médulo p (ou seja, um niimero real puro, sem parte

complexa), que foi rotacionado de um angulo o . Esse vetor “original” ¢ mostrado na Figura 4
(b). Essa construgdo se torna 1util para reescrever o denominador com a ajuda da equagao de

Euler, da seguinte forma:

' ! [ - ]
rarctan
2 k—o’m

—w’m+ioc+k = pe™ =\/(k—0)2m)2 +(oc) e

Que, de volta a Equagdo (11), juntamente com o ja definido P = P,e”, leva a:

V _ R)ei‘P _ PO ei(p—iarctan[k_(z;mj
iarctan( mcz j \/(k a2 )2 ( )2
\/(k—cozm)2 +(oc)e ke wim) + e
Finalmente, lembrando a definigdo ¥ =V,e”, encontra-se:
Vo
V= 2 12
’ \/(k—(ozm)z +(oc)’ (12
e
0=0p— arctan(m—czj (13)
k—o'm

Que definem completamente a resposta do sistema & “carga complexa” p, (¢) = Pe'™ .
Como o sistema € linear, a resposta do sistema a “carga complexa” definida pela segunda
parcela da Equagdo (8), p,(t)=P*e™, que é o complexo conjugado de p,(¢), sera
V*e ™ que também ¢ o complexo conjugado da resposta obtida para a carga p, (¢).

Portanto, ao fazer a soma das duas parcelas conjugadas da resposta, como indica a
Equacao (10), havera um cancelamento imediato das partes complexas da resposta, restando
apenas o dobro da parte real, que multiplicada por 1/2, resultard apenas na parte real da
resposta, como indicada na Equagdo (9), onde V,, e 0 sdo realmente dados pelas Equacdes

(12) e (13).
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Como V, ¢ a amplitude méxima do deslocamento, uma informagdo muito importante que
pode ser extraida da Equagdo (12) € que o seu valor maximo ocorre quando o denominador

2 2 . . ~
\/ (k — (Dzm) + ((oc) ¢ minimo, o que pode ser encontrado igualando sua derivada em relagdo

2km - ¢*
e
2m
Como exemplo, seja um sistema composto por uma massa de 20 t suportada por quatro
pilares verticais com perfis em ago W 200x53,0 Acominas (semelhante ao sistema estrutural

mostrado na Figura 6), com um amortecimento de 1,2 kNs/m, sujeito a uma carga lateral
cossenoidal. A rigidez é k = 425,12 kN/m A Figura 5 mostra o grafico de V,, / P, em fungio

a o a zero, e encontrando:

de o:

20.10-5

15.10°+

Vo(®)
Po(w) 10.1074

5.10

0 T T T 1
0 2 4 6 8 10

freqiiéncia angular (rad/s)

Figura 5.Variacdo da amplitude da resposta em fung¢do da freqiiéncia angular » da carga

Na figura, pode-se ver que, a medida que a freqiiéncia angular de excitagdo da carga se
aproxima de 4,5rad/s, a amplitude da resposta final aumenta rapidamente, podendo
comprometer a estrutura.

A grande vantagem em utilizar o dominio da freqiiéncia ¢ que a equacao diferencial passa
a ser uma equagao diferencial algébrica. Assim, para analise de sistemas com multiplos graus
de liberdade, o sistema de equagdes diferenciais se transforma em um sistema de equacdes
algébricas lineares.

Qualquer tipo de carga p(¢) pode ser escrito em fungdo do seu espectro, assim, para cada

freqiiéncia da carga p(¢), o deslocamento pode ser conhecido.

5 A TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada direta de Fourier de uma fun¢do qualquer f(7)¢ definida pela fung¢ao:
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Flw)= T f(t)e ™ dt (14)

Da mesma maneira, a funcdo original f(7) ¢ recuperada pela transformada inversa de
Fourier, definida por:

f(t)= 2—17_CIOF(O) )e™ de (15)

Se duas fungdes f(t) e F(w) satisfazem as Equagdes (14) e (15), entdo diz-se que elas
formam um par de transformadas de Fourier.

O calculo numérico dessas transformadas é feito através da transformada discreta de
Fourier, definida por:

.mn

N-l —2mi—
Flo,)=AtY f(t,)e ¥ m=0,1,--,N-1
n=0

mn

Nl 2mi—
f(tn):%ZF(mm)e N n=0,1,---,N-1
nm:O

Onde os tempos discretos sdo dados por:

l’n =nAl’ (16)

E as freqiiéncias discretas sao dadas por:

o, =1, Ao (17)

Os valores de p, sdo dados pela Tabela 1.

Tabela 1. Freqiiéncias discretas.

m S W,
0 0 0
1 1 A®
2 2 2A®
N/2-1 N/2-1 (N/2-1)A®
N/2 N/2 (N/2)Aw
N/2+1 —-(N/2+1) —(N/2-1)Aw
N-2 -2 - 2A®
N-1 -1 - Ao
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Uso da transformada de Fourier para encontrar a solugdo da equagdo do movimento

Foi exposto o procedimento a ser seguido para encontrar a resposta de um sistema a
carregamento cossenoidal. Entretanto, quando a carga for arbitraria, a transformada de Fourier
pode ser utilizada para encontrar a resposta, da seguinte forma:

Aplicando a transformada de Fourier a ja definida equagao do movimento:

mv(t)+cv(t) + kV(t) = p(t)
Obtém-se, para condigdes iniciais nulas, ou seja, v(0)=0 e v(0)=0:
V(o)=P(o)H(®)
Onde as transformadas de v(¢) e de p(¢) sdo

V(o) = Tv(t)e"”'dt

—00

0

P(®) = j p(t)e™ dt

E a funcao complexa de resposta na freqiiéncia ¢

1

—o'm+k+ioc

H(®)=
Portanto, a resposta no dominio do tempo sera a transformada inversa de V' (o):
U T i O
() == [V (@) do =— [ P(@)H (@) do
2n 7 2n Y,

As equagdes equivalentes as duas anteriores, porém, em sua forma discretizada, sdo:

.mn

N-l —2mi—
P(®,)=AY pt)e ¥ m=0,1,-,N-1
n=0

o ¥ Zm‘ﬂ
W) =228 p@, ) H@,)e " =01, N-I
T m=0

Onde T €0 comprimento do intervalo de truncamento, ou tempo estendido, N ¢ o
niimero de pontos discretos em que o tempo estendido ¢ dividido, A =7, /N ¢ o intervalo

de separagdo entre os pontos no tempo ¢ A®w =2n/T ¢ o intervalo de separacdo entre os
pontos discretos na freqiiéncia. Os tempos discretos e as freqiiéncias discretas sdo definidos
como nas Equagoes (16) e (17).
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6 EXEMPLO NUMERICO

A Figura 6 mostra uma caixa d’agua elevada e a carga dindmica transiente a qual estd
submetida. Essa carga simula a acdo de uma rajada de vento. A massa da caixa d’agua ¢
m =101, a constante elastica dos pilares de sustentacdo ¢ k = 40000 kN/m, o coeficiente de
amortecimento viscoso € ¢ =120kNs /m .

|—> v(t)

m=10t

— p(t) p(0)

k=40000 kN/m

400 kN

Figura 6. Representagdo da caixa d’agua e carregamento que nela atua.

0,025s 0,050s

A resposta serd avaliada pelo procedimento da transformada discreta de Fourier. O
intervalo de tempo usado foi de 0,0025 segundo. O tempo estendido foi de 1,28 segundo, e,
portanto, o nimero de pontos ¢ 512. Embora se tenha calculado a resposta para todo o tempo

estendido, a resposta da Figura 7 estd mostrando apenas o primeiro 0,4 segundo.

0,015

0,010 /"\

(=)
[
S
()]

B

\/

\ /N T\

S

deslocamento (m)

-0,005 \/

-0,010

-0,015
0,00 0,10

Figura 7. Resposta obtida para o sistema da Figura 6.

7 CONCLUSAO

0,20
tempo (s)

0,40

Em engenharia, numeros complexos sdo de extrema importancia em disciplinas de
circuitos e instalacdes elétricas, e, particularmente para a engenharia civil, em vibracdes
mecanicas, quando se pretende fazer a analise no dominio da freqiiéncia. H4 casos na
engenharia em que as propriedades mecanicas dependem da freqiiéncia de excitacdo do
carregamento dindmico, como em certos casos de interagdo solo-estrutura. Nesses casos, a
analise no dominio da freqiiéncia ¢ a mais adequada. Além disso, em todos os casos, a opgao
de analise dindmica no dominio da freqiiéncia ¢ sempre possivel. Uma importante vantagem ¢
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o fato de que a obtengdo das freqiiéncias naturais da estrutura ¢ inerente ao procedimento.
Como as freqiiéncias do carregamento dindmico sdo conhecidas, o conhecimento das
freqiiéncias naturais da estrutura permite ao engenheiro projetista antever possiveis
ocorréncias de ressondncia, e assim, tomar decisdes para evitar isso, modificando as
propriedades da estrutura, de modo que as freqliéncias naturais e de excitagdo sejam
suficientemente diferentes.

O presente artigo cumpriu o objetivo de facilitar o entendimento por um aluno de
engenharia civil de solugdes de vibragdes estruturais no dominio da freqiiéncia. Inicia-se com
um historico sobre numeros complexos, a deducdo da equagao de Euler e seu uso na solugao,
no dominio da freqiiéncia, da equacdo dindmica de um sistema massa-mola submetido a uma
carga temporal harmonica. Em seguida, apresenta-se a transformada de Fourier em suas
formas continua e discreta, e sua aplicagdo na solucdo da equacdo dindmica de um sistema
submetido a uma carga temporal genérica. Além disso, foram resolvidos dois exemplos, um
mostrando a relagdo deslocamento-carga, em func¢do da freqiiéncia angular, e o outro
mostrando a resposta temporal de uma estrutura tipica a uma carga que simula uma rajada de
vento.
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THE COMPLEX NUMBER AND ITS USAGE IN STRUCTUIRAL
ENGINEERING

Abstract: The objective of the present paper is to illustrate to civil engineering students, the
usage of complex numbers. The paper text begins describing the history of complex numbers
including Euler’s equation origin. Subsequently complex algebra is used to transform the
differential equation of motion of a mass-spring-dashpot single degree of freedom system,
with viscous damping, into an algebraic equation whose solution can be easily found using
basic arithmetic. It is a didactic approach, aiming to stimulate the interest of civil engineering
students on the subject. Finally, the formulation presented is applied to a practical case of
structural engineering.

Key-words: Complex numbers, structural dynamics, teaching in engineering
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