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Resumo: Este artigo apresenta uma metodologia utilizada em um Projeto de Ensino
desenvolvido com alunos do curso de Engenharia Civil da Universidade Estadual de Londrina
com dificuldade de aprendizagem na disciplina Célculo Diferencial Integral. Essa metodologia
privilegia o uso de um software de Geometria Dindmica, o Cabri-Gomeétre, com o qual é possivel
representar um problema de diversas maneiras (algebricamente, graficamente, geometricamente
e por meio de uma planilha). Os problemas escolhidos tinham todos de certa forma um enfoque
geomeétrico e estavam relacionados ao calculo de maximos e minimos de uma fungdo. Os
resultados obtidos até 0 momento sugerem que os alunos compreendem melhor os conceitos de
célculo quando podem representa-los de diferentes maneiras.

Palavras-chaves: Maximos e minimos, Derivadas, Cabri-Géométre.

1. INTRODUCAO

Na Universidade Estadual de Londrina o indice de reprovacdo em Calculo Diferencial e
Integral (CDI) junto aos alunos do curso de Engenharia Civil é de certa forma alarmante.
Preocupados em reverter esse quadro, professores e alunos de mestrado e doutorado resolveram
desenvolver um Projeto de Ensino, privilegiando o uso de mdltiplas representacdes de problemas
de maximos e minimos que tivessem um enfoque geométrico, utilizando um software de
Geometria Dinamica, o Cabri-Géométre.

O Projeto de Ensino foi desenvolvido com base nos estudos realizados por Cury (1994) e
Villareal (1999) sobre os problemas enfrentados pelos alunos para aprender CDI e as propostas
apresentadas por essas pesquisadoras. Além disso usou-se a teoria de Duval (2003) sobre as



representacfes mdltiplas. Serdo relatas algumas atividades desenvolvidas nesse Projeto de
Ensino, bem como alguns resultados obtidos até o0 momento.

2. REFERENCIAL TEORICO

Iniciado o levantamento bibliografico sobre as dificuldades de aprendizagem do CDI,
chegou-se aos trabalhos desenvolvidos por Villareal (1999), Cury (1994), Borba e Penteado
(2003), Duval (2003).

Cury (1994) desenvolveu uma pesquisa junto a alunos de CDI do curso de Engenharia
Civil da PUC do Rio Grande do Sul, vindos de um programa em que se dava énfase a
compreensdo dos conceitos. Foram analisados 0s erros cometidos nas provas, classificando-os e
tecendo algumas consideracdes sobre suas causas. Apos dois anos de pesquisa, verificou-se que a
maior dificuldade dos alunos estava relacionada com o reconhecimento de gréaficos, das diversas
funcdes gréficas, aplicacdo de regras de derivagdo e integrais indefinidas, chamados de erros
resistentes. Esses erros continuavam a aparecer, apesar das explicacfes do professor. Nas provas
aplicadas aos alunos foram analisadas especialmente questfes relacionadas a derivadas e integrais
e apareciam sempre erros relacionados a simplificacdo e fatoracéo, evidenciando problemas com
a aprendizagem das propriedades das opera¢des no conjunto dos reais. Em fungdo disso, foi
planejado um acompanhamento dos estudantes, realizando com eles atividades que envolvessem
0s pré-requisitos, as preferéncias de aprendizagem, os erros cometidos e novas abordagens
metodologicas (entre elas o0 uso de programas graficos). Essa abordagem vem reforcar o que
sugerem Borba e Penteado (2003), quando dizem que 0 uso de computadores pode ajudar na
compreensdo dos conceitos de CDI usando representagdes multiplas, tais como representacdes
gréaficas, algébricas, geométricas e planilhas.

Duval (2003) por sua vez fala sobre a grande variedade de representacGes semidticas
utilizadas em matematica. Segundo ele, além dos sistemas de numeracdo, existem as figuras
geomeétricas, as escritas algébricas e formais, as representagdes graficas e a lingua natural. Para
designar os diferentes tipos de representagcdes semioéticas utilizadas em matematica, Duval fala,
parodiando Descartes, de “registro” de representacdo. Ele salienta que existem diferentes tipos de
registros. O quadro a seguir apresenta esses tipos de registros.

Representacdo discursiva Representacdo ndo-discursiva
Registros - Linguagem natural - Figuras geomeétricas planas ou em
Multifuncionais - Associagdes verbais perspectiva.
Os tratamentos néo | (conceituais) - Configuracbes em dimensdes 0, 1,
sdo algoritmizaveis |- Forma de raciocinar: 20u3
- argumentagdo a partir de - apreensdo operatoria e nao
observagoes e crengas; apenas perceptiva
- deducdo valida a partir de - construgéo com
definicdes e teoremas. instrumentos.
Registros - Sistemas de escrita: - Gréficos cartesianos.
Monofuncionais - Numérica (binaria, decimal - Mudangas de sistema de
Os tratamentos sédo e fracionaria) coordenacao;
principalmente - Algebrica - Interpolacéo e extrapolacéo.




algoritmos. - Simbolica (linguagens
formais)
- Célculo

Segundo Duval, a originalidade da atividade matematica esta na mobilizagdo simultanea
de ao menos dois registros de representacdo a0 mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a
todo o momento de registro de representacdo. Certamente na resolucdo de um problema um
registro pode aparecer explicitamente privilegiado, mas deve existir a possibilidade de passar de
um registro ao outro. Duval afirma que a compreensdo em matematica supGe a coordenacao de ao
menos dois registros de representacao semiotica.

Durante a realizacdo das atividades com os alunos que participaram do Projeto de Ensino,
privilegiamos essa variedade de representacbes. Os problemas eram apresentados numa
linguagem escrita, natural, que devia ser transformada em uma linguagem matematica
(representacdo algébrica, em forma de uma funcdo), que por sua vez podia ser representada em
forma de gréafico, de uma figura geométrica e por meio de planilhas.

3. METODOLOGIA

O Projeto de Ensino foi desenvolvido com um grupo de 40 alunos do curso de Engenharia
Civil da UEL. Decidiu-se aplicar um pre-teste baseado em questdes ja validadas por Cury (1994)
e Villareal (1999). Foram incluidas neste pré-teste questGes sobre no¢des consideradas preé-
requisitos para que se possa resolver os problemas de Calculo Diferencial e Integral (fatoragéo,
simplificacdo, racionalizacdo, inequacdes, dominio de funcdes, graficos de funcgdes), além de
calculo de derivadas e limites, conceito de reta tangente e integral. Os resultados do pré-teste
mostraram que os alunos tinham o mesmo tipo de dificuldades apresentado pelos alunos que
participaram da pesquisa de Cury. Foram ministradas algumas aulas em ambiente tradicional de
sala de aula para sanar essas dificuldades e em seguida foram iniciadas as atividades realizadas
no laboratorio de informatica, usando o software Cabri-Géometre Il, que € um software de
Geometria Dindmica. Esse software permite a construgcdo de figuras que normalmente podem ser
construidas com régua e compasso, a construcao de graficos e a movimentacdo dos elementos de
uma figura, para que se possa observar determinadas variagdes. Ele possui uma calculadora e
também possibilita a construcdo de tabelas a partir dos dados apresentados nas construcoes.

A seguir serdo apresentados alguns dos problemas trabalhados no laboratorio de
informética usando o software Cabri-Géomeétre. Procurou-se trabalhar com problemas que, de
alguma maneira, mostrassem aplicagdes praticas de contetidos de CDI na Engenharia (maximos e
minimos). A maior parte dos problemas escolhidos foi encontrada em livros de CDI. A grande
vantagem de resolvé-los usando o Cabri é fazer uma analise de conjecturas, a verificacdo das
possibilidades de variacdo dos elementos do problema, analise de possiveis solugdes, sem ter que
estar desenhando a mesma coisa varias vezes ou fazendo célculos demorados.

3.1  Problema do retangulo de perimetro fixo

Obter o retangulo de area maxima, cujo perimetro seja 10 cm.




Inicia-se a resolucdo do problema desenhando-se um retangulo cujo semi-perimetro € 5cm
e cujos lados podem variar. Em seguida constroi-se um grafico, cuja coordenadas sdo
representadas pelo valor de um dos lados e pela area (que varia em fungéo da variacao dos lados).

Procura-se o retdngulo de area méaxima. Ao variar a posi¢do do ponto x (que pode variar
em um intervalo de 0 a 5 — semi-perimetro do retangulo), pode-se observar a variacdo da forma e
da &rea do retangulo. Além disso, observa-se a varia¢do do grafico da funcdo que associa o valor
de x (medida de um dos lados) e a area do retangulo. A paradbola representa o lugar geométrico
dos valores da area do retangulo quando o valor de x varia. Pode-se observar que quando o x
coincide com o vertice da parabola, a area do retdngulo é maxima, ou seja, o retdngulo de area
méaxima é um quadrado.

(2.50, 6.25)

[2:50. 6.25)

X-Exty=0
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Figura 1: Variacdo da area de um retangulo de perimetro constante

A vantagem de se utilizar um software como o Cabri é visualizar multiplas representacoes
de um mesmo problema ao mesmo tempo. Segundo Duval (2003), para que um conceito seja
bem compreendido, é necessario que ele seja representado pelo menos de duas maneiras
diferentes. No caso acima temos trés representacdes: geométrica (representacdo do retangulo),
grafica (parabola que representa a variagdo da area em funcédo da variacdo dos lados do retangulo)
e a representacao algébrica (funcdo). Ainda poderiamos ter feito a representacdo tabular (tabela
com os dados do valor dos lados e o valor da érea).

3.2 Problema da Usina

Uma fabrica situada as margens de um rio pretende utilizar a energia produzida por uma usina
situada do outro lado do rio. Sabendo-se que a largura do rio nesse ponto € de 900 m e que a
fabrica esta situada 3 km a jusante da usina, pergunta-se qual é a solu¢do mais econémica, tendo
em vista que para passar 0s cabos por terra o custo é de R$ 20,00/m e por baixo da dgua é de R$
25,00/m.

A funco custo é dada por: y =20.(3 — X) + 25.4/x° +0,81.

A figura 2 representa a situagdo proposta. A distancia x pode variar, movimentando-se o
ponto compreendido entre os extremos. Utilizando-se a calculadora do Cabri pode-se calcular o



custo, multiplicando-se as medidas dos segmentos UC e CF respectivamente por 20 e 25, custo
das ligacOes por terra e por 4gua. Pode-se mostrar o resultado obtido na tela e a cada vez que se
movimentar o ponto X, o valor do custo é atualizado na tela do computador. Onde se |é
“custo=73,53 cm”, leia-se “73,53 reais”, pois 0 Cabri ndo faz a conversao de unidades.

%grquivo Editar Opge:  Janela  Ajuda

[ A = %] 8] Al%

3.00 cm
3,00 %
ul1.69 CmI 1.59 lem

0.90 cm C

custo=¥3.53 cm

Figura 2: Esquema da Usina

Se os cabos forem levados 3 km por terra e 900m por agua, atravessando o rio
perpendicularmente a sua margem, o custo sera igual a R$ 82,50, como mostra a figura 3. Se ele
for levado todo pela agua, a distancia percorrida sera a hipotenusa do triangulo retangulo cujos
catetos sdao 900m e 3000. O custo € menor do que o mostrado na figura 3 e € mostrado na figura
4,

3.00 cm 3.00 cm
3.00-x w 3.00-x “w
ul3.00 cm (.90 [cm U|(0.00 cm 313 Icm
0.90 cm c 0.90 cm N,
F F
custo=82.50 cm custo=78.30 cm
Figura 3: Cabos 3 km por terra Figura 4: Cabos s0 pela dgua.

e 900m por &gua

A pesquisa pode continuar movimentando-se 0 ponto x até se obter por tentativa, 0 menor
custo, mas existem outras maneiras de fazer essa verificagdo. Uma delas é construindo uma
tabela no proprio Cabri. Constréi-se a tabela de maneira usual, colocando-se um dos valores e
depois anima-se a tabela e o ponto x, de modo que a tabela € completada instantaneamente, com
uma série de valores, como mostra a figura 5. Pode-se observar ai que 0 menor custo acontece
guando os cabos forem levados por terra até uma distancia de 1,8 km da Usina ou 1,2 km antes da
perpendicular que parte da Fabrica para atravessar o rio.



d custo=
3.00 cm 1 1.48 73.76
300 < Pl 1.56 73.65
. 4 3 1.62 73.59
Uid1.48 €m x1.7F7 cm 4 1.68 73.54
h 1.74 73.51
0.90 cm b 1.80 73.50
F 7 1.86 73.51
] 1.92 73.55
~ q 1.98 73.61
custo=73.76 cm in 204 73.70
11 2.10 73.82

Figura 5: Tabela mostrando as variacdes do custo em funcdo da posicéo de x.

Uma outra maneira de mostrar o custo minimo é construindo o gréfico cartesiano da funcao
custo. Para construir o grafico, inicialmente se define o intervalo, tracando-se sobre o eixo x, a
partir da origem dos eixos, um segmento de 3 cm, que representa 0s 3 km de distancia da Usina
até o ponto perpendicular a Fabrica no outro lado do rio. Sobre esse segmento, transfere-se a
distancia UC. Transfere-se para o eixo y o valor da funcdo custo f(x). Obtém-se o ponto cujas
coordenadas sdo x e f(x) e em seguida pede-se ao Cabri para obter o lugar geométrico desse
ponto quando o ponto x (da figura inicial) se deslocar. Obtém-se uma curva, cujo ponto de vértice
é 0 ponto de minimo da funcdo, como mostra a figura 6. Mais uma vez o aluno pode se certificar
gue o custo minimo é 73,50, como ja tinha constatado ao fazer a tabela ou manipular o ponto C
da figura inicial.

4

Ly

3.00 cm [
3,00x % t
uld1.80 cm 1.20 [cm

0.90 cm

custo=73.50 cm

d custo=

1 1.48 73.76 1 :

2 158 73.65 5

3| 1.62 73.69 1 !

4 1.68 73.54 !

5 174 73,501 1

6 1.0 . 7350 !

Fl 1.8 73.81 ?

8 1.9 73.55 | !

9 1.98 73.61 | ;
0] ""2.047 73,70 f
11210 73.82 o

Figura 6: Varias representactes



Falta agora comprovar algebricamente, usando as ferramentas aprendidas nas aulas de
CDI. Assim sendo, retomamos a fungéo custo inicial. Onde z = /x> +0,81

x ‘. 3.00 cm
A funcéo custo é: 300 x
y =20.(3—x) +25.4/x* +0,81 U c
Cuja funcéo derivada €:y'=-20 + __2x Z 0.9
Jx%?+0,81
e tomando a derivada igual a 0, temos o ponto X
critico, x = 1,2. : 0,9

Assim podemos verificar algebricamente os
dados obtidos com o desenho feito no Cabri.

3.3  Problema da calha.
Pretende-se construir uma calha de secéo trapezoidal como mostra a figura abaixo. Qual

deve ser o angulo da face inclinada em relacdo a horizontal, para que a calha tenha vazdo
maxima?

Area do trapézio = 12458 cm*

10
Figura 7: Calha

Construindo-se a figura da calha no Cabri, pode-se fazer variar o angulo de inclinacéo e
observar simultaneamente a varia¢do da area da calha, cujo valor é usado no calculo da vazao da
agua que deve escoar por ela.

Verificamos com o auxilio da tabela que o angulo que proporciona uma vazdo méaxima
estd em torno de 60°, como mostra a figura 8. Fazendo os calculos podemos chegar ao valor exato
do angulo.



a= Area =
66.5316: 128.2580
66.4054 °128.3201
66.1622 °128.4366
65.9189 "128.5487
65.6757 "128.6565
65.4324 "128.7599
65.1892 °"i128.8590
64.9459 "1128.9537
|54.T|]2? 71129.0440
64.4595 °"1129.1298
64.2162 "129.2113
12/63.9730 "1129.2883
13/63.7297 "129.3608
14/63.4865 °i129.4289
1 | 15|63.2432 °129.4924
| | 16|63.0000 °129.66156
1 17|62.7h68 °129.6060

-y
[—H T —H=-Haa H=rH =2 - HH - el

-y
—

18625135 51129 6560
i4l62.2703 129 7015
51l62.0270 ©1129.7424
Fi)51.7838 5 129.7787
95)61.5405 ©129.87104
93061.2073 511298375
24l51.0541 51298600
2hl60.8108 °129.8779
26605676 °129.8911
?7/60.3243_°1129.8997
2860.0811 51129 9036
569 837851199 9028
50595046 ©1129.8973

IR0 2E14 190 An71

Area = 64.7250 cm?

10.00 cm

Figura 8: Céalculo do angulo usando Tabela
Considerando-se que :

_(B+b)h
2

A B=10 + 2x

Temos que obter primeiramente os valores de x e de h, que estdo em fung¢do do angulo
que a face lateral da calha forma com a horizontal, mostrado na figura 9.

| Area do trapézio = 129.87 cm?

10.00 cm

Figura 9: Angulo da Face Lateral



sena=h/10 h=10sen« B=10+2x
=
cosa =x/10 x =10cos & B=10+2(10cos @)

Substituindo na formula da area do trapézio:

_ (10 +20cosa +10).10sena
2

A =100sena +100sen« cos

Derivando em relacdo a o temos:
Ala)= 100(2 cos® @ + Cosa — 1), cujo ponto critico acontece quando o, = 60°.

Portanto, a vazdo maxima acontecerd quando o angulo que a face lateral da calha forma
com a horizontal for de 60°.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho procuramos mostrar como foi desenvolvido um Projeto de Ensino junto a
alunos de Engenharia Civil com problemas de aprendizagem em CDI. Foram revisados conceitos
basicos e trabalhados conceitos especificos do CDI usando o software de Geometria Dinamica,
Cabri-Géometre 1. Ap6s todo um semestre de aulas praticas em laboratério, os alunos foram
entrevistados para verificarmos o que eles tinham achado da experiéncia e se esta 0os havia
ajudado a compreender melhor os conceitos de CDI. Durante as entrevistas verificou-se que a
preferéncia dos alunos por um ou outro tipo de representacdo variava bastante. Havia aqueles que
preferiam as representacGes graficas e as tabelas, enquanto outros preferiam as gréficas e as
geométricas. De um modo geral, notou-se que esses tipos de representacdes que ndo sdo usuais
no CDI, ddo sentido para as representagdes algébricas que os alunos estdo habituados a utilizar,
sem compreendé-las na maior parte das vezes. A seguir apresentaremos algumas consideragdes
feitas pelos alunos com relagdo a metodologia utilizada:

“Acho que a representacdo geomeétrica facilitou muito porque os gréficos eu ja tinha visto
de monte nos livros”.

“Fica mais facil de entender vendo o grafico e ndo apenas o exercicio escrito”.

“As vezes vendo s6 no grafico ndo da pra ter tanta idéia, mas quando tem a figura
(representacdo geométrica) da uma idéia melhor”. (problema da calha, ...).

“A tabela é boa para chegar na aproximagdo do méaximo e do minimo, como a gente tem
fazer em Caélculo Numérico” (referindo-se a disciplina de Calculo Numérico, que eles estavam
cursando no mesmo periodo em que participaram do Projeto de Ensino).



"E mais facil enxergar o erro no computador. Quando se usa um angulo errado, por
exemplo, no computador da pra ver pois “ta na cara que ndo esta certo” (referindo-se aos
resultados inesperados que o computador apresenta quando existe um erro).

“O fato de usar bastante exemplo pratico (referindo-se ao problema da calha, da usina, ...)
ajuda a motivar para se estudar o Calculo”.

“Entendi para que serve a derivada. Eu pensava que era s6 um monte de calculo, usando
um monte de formulas. Agora vi que ela da origem a outras curvas, retas....”

"Tenho mais facilidade em aprender com material visual do que s6 ouvindo ou
escrevendo nimeros”.

Estas sdo apenas algumas opinides externadas pelos alunos com relacdo as atividades
desenvolvidas no projeto. Mesmo sem termos obtidos resultados mais significativos até o
momento, acreditamos que o caminho para a formacdo de conceitos sélidos em CDI passa pelo
caminho das representacfes multiplas e que softwares de Geometria Dindmica podem auxiliar
sobremaneira a compreensdo desses conceitos tidos como muito abstratos pelos alunos.
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INTEGRAL DIFFERENTIAL CALCULUS PROBLEM SOLVING APPLIED TO
ENGINEERING USING MULTIPLE REPRESENTATION AND DINAMIC
GEOMETRY SOFTWARE

Abstract: This article presents the methodology used in a Teaching Project developped around
Civil Engineering students from the State University of Londrina that demonstrated learning
difficulties during their Integral and Differential Calculus class. This methodology uses a
Dinamic Geometry software, the Cabri-Geometre, which makes possible the representation of a



problem in various ways (algebraically, graphically, geometrically and through a form). The
chosen problems were all geometricaly-based and were related to finding the maxima and
minima of functions. The attained results at this time suggest the students understand better the
concepts of calculus when they are able to represent them in other ways.

Keywords: Maxima and Minima, Derivatives and Cabri-Geometre



