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Resumo: O processo de modelagem e simulação em Engenharia Química 
freqüentemente resulta em um sistema de equações algébrico-diferenciais, tornando-se 
necessária a inclusão do ensino da solução destes sistemas na graduação. O exemplo que é 
normalmente usado para introduzir o assunto é o pêndulo simples, uma situação física 
conhecida de qualquer estudante de segundo grau. Neste trabalho é estudada a cinética de 
reações em série que pode ser usada como exemplo de sistema de equações algébrico-
diferencial no ensino de Engenharia Química, já que o balanço de massa total deve ser 
respeitado. É utilizado para resolução do sistema o código DASSL, amplamente usado por 
engenheiros e também disponível como software livre na Internet.     
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1. INTRODUÇÃO 
 

 O processo de modelagem e simulação em Engenharia Química freqüentemente resulta 
em um sistema de equações algébrico-diferenciais, isto porque é comum aparecer restrições 
associadas ao balanço de massa total o que gera uma equação algébrica. Daí, ter-se um 
sistema de equações algébrico-diferencial (EAD), formado tanto por equações diferenciais 
quanto por equações algébricas. Eles podem ocorrer também indiretamente quando resolvem-
se equações diferenciais parciais como, por exemplo, nos modelos de transferência de calor e 
de processos químicos. Em PETZOLD e LÖSTEDT (1986) estão apresentados exemplos nos 
diversos campos da engenharia, tais como destilação, análise de uma mistura protéica, física 
atmosférica, transferência gasosa, escoamento de magma em vulcões e modelagem de rede 
neural.  

A solução destes sistemas tradicionalmente é feita ao se transformar as equações 
algébricas em equações diferenciais, sendo assim gerado um sistema de equações diferenciais 
ordinárias (EDOs) equivalente.  Entretanto este tipo de procedimento gera dificuldades quanto 
à interpretação física das equações e variáveis, além de consumir tempo e esforço 
computacional para as diferenciações e manipulações algébricas necessárias. Mais grave que 
isto, informações significativas podem ser perdidas ao longo das diferenciações efetuadas nas 
equações algébricas. 



O estudo da teoria analítica dos sistemas de EADs iniciou-se por volta de 1960, sendo 
que GEAR (1971) estudou, através de um método numérico, os sistemas com restrições 
algébricas. Com o passar dos anos diversos códigos surgiram entre eles o DASSL 
(Differential Algebraic System SoLver) de BRENAN et al (1989). Estes códigos reforçaram a 
conveniência de tratar os sistemas algébrico-diferenciais diretamente, mantendo as relações 
originais entre variáveis e efetuando menor manipulação algébrica antes da integração do 
sistema. 

Neste trabalho, dois exemplos de sistemas de equações algébrico-diferenciais são 
estudados: 1) o pêndulo simples, que é o exemplo amplamente apresentado (BRENAN et al, 
1989; BISCAIA Jr., 1996); 2) a cinética complexa de reações irreversíveis em série. O 
objetivo aqui foi avaliar um novo exemplo que despertasse maior interesse aos alunos de 
graduação (NASCIMENTO, 2001), já que Cinética é um tópico fundamental do curso de 
Engenharia Química. 

 
2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 
 

Um sistema de N equações EADs pode ser representado pela equação 1, que possibilita a 
inclusão de equações diferenciais e algébricas. Caso esteja presente alguma equação 
algébrica, a matriz de derivadas parciais ∂F/∂y’ (Fy’) é singular. 
 
 

F(t, y, y’) = 0 onde y=y(t) e y’=y’(t)    (1) 
 

 O índice diferencial (νd) é definido como o número mínimo de vezes que um sistema de 
EADs F(t, y, y’) = 0 (ou equações derivadas dele) precisa ser diferenciado em relação a t até 
ser transformado em um sistema de EDOs y’ = F(y,t). Um sistema de EDOs por definição 
apresenta índice zero. 
 Métodos numéricos desenvolvidos para EDOs geralmente resolvem sistemas de índice 1. 
Entretanto, para sistemas de índice diferencial maior que um, estes métodos numéricos não 
convergem ou convergem para uma solução errada. EADs que atendam as especificações de 
códigos que calculam EDOs modificadas podem ser calculadas, estas especificações 
normalmente dizem respeito a índice diferencial menor ou igual a três e alguma restrição 
relativa à estrutura. 

 A maior dificuldade encontrada na aplicação do método reside na inicialização 
consistente das variáveis envolvidas (BISCAIA e VIEIRA, 2000). A inicialização é dita 
consistente quando os valores de y(0) e y’(0) (variáveis e suas derivadas no tempo inicial) 
satisfazem ao sistema estendido correspondente. De forma que, não basta que o sistema 
original seja satisfeito: as equações criadas pelas diferenciações e manipulações algébricas 
efetuadas no sistema original de modo a transformá-lo em um sistema de EDOs também 
devem ser satisfeitas no tempo inicial. Portanto os sistemas de índice superior e mesmo em 
alguns sistemas de índice 1 devem ser inicializados de forma consistente, senão os códigos 
numéricos disponíveis para solução de EADs não conseguem convergir ou mostram 
desempenho ruim. 

 

 

3. CÓDIGO COMPUTACIONAL DASSL 
 
 O código DASSL é um pacote computacional para a integração numérica de sistemas 



algébrico-diferenciais aplicável a sistemas gerais de índice até 1 e alguns tipos de sistema de 
índice 2 (BRENAN et al, 1989). A subrotina usa fórmulas de diferenciação retroativa de 
ordens 1 a 5 para resolver sistemas de equações algébrico-diferenciais da forma F(y, y’, t)=0 
para y(t) e y’(t). Valores iniciais para y(t) e y’(t) devem ser fornecidos de forma consistente. 
Este código é aberto e disponibilizado na Internet de forma que o usuário pode “baixá-lo” 
tanto na linguagem FORTRAN quanto em C Outra forma de se trabalhar com o pacote é 
utilizando a biblioteca IMSL do FORTRAN-COMPAQ. 

 A princípio, o DASSL é capaz de calcular um conjunto y’(0) consistente a partir de um 
conjunto de condições iniciais y(0) consistentes, para depois efetuar a integração a partir deste 
novo conjunto de condições iniciais. Em muitos casos, as condições iniciais y(0) são de difícil 
determinação no tempo inicial e podem ser obtidas por simples medições de temperatura ou 
concentração. Já as derivadas y’(0) precisam ser calculadas através das equações do modelo 
proposto, e devido a não linearidades esta determinação pode não ser tão simples. A 
capacidade da DASSL de completar a inicialização das variáveis provou ser de grande 
importância para sistemas altamente não lineares, como os sistemas típicos de Engenharia 
Química. 
 

4. EXEMPLOS 
 
 Nesta seção estão apresentados os sistemas de EADs  para o pêndulo simples e a cinética 
complexa implementada de duas formas e os respectivos resultados obtidos pelo código 
DASSL em Fortran. 

 

4.1 PÊNDULO SIMPLES 
 

 Um pêndulo simples consiste de uma massa m que oscila na extremidade de uma haste de 
massa desprezível e de comprimento L, como mostrado na Figura 1. A posição da massa no 
instante t é dada pelo ângulo Φ=Φ(t) que a haste faz com a vertical. 

Aplicando-se os balanços de força (BRENAN et al, 1989; BISCAIA Jr., 1996), vem: 
 

Direção x:   x
L
TTxm X −=−=".        (2) 

Direção y:   mgy
L
TmgTym Y −−=−−=".     (3) 

  

 

 A restrição algébrica é:       (4) 222 Lyx =+

 

 Sendo que x é a posição horizontal (L), u é a posição vertical (L), Ti é a tensão na direção 

i (MLθ-2), g é a aceleração da gravidade (Lθ-2), x” e y” são as segundas derivadas de x e y 

com relação ao tempo. 

 

 



 

Figura 1 – Esquema do pêndulo simples (BISCAIA Jr., 1996) 
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algébrico-diferencial torna-se nec
simplesmente o número de vezes que se deve derivar, em relação a t, a restrição algébrica 
para se ter explicitamente: λ’. Assim, derivando a restrição em relação a t, tem-se que: 

0'.2'.2 =+ qqpp      (8) 

eliminando a constante comum aos termos e adotando as definições de u e v, resulta: 

       0.. =+ vqup       (9) 

note que no procedimento de derivação adotado a constante de restrição algébrica original (de 
valor numérico igual a unidade) não mais surge em (8). 

Aplicando novamente o procedimento à Eq.(8), vem: 

0'.'.'.'. =+++ vqvqupup       (10) 

resultando com a inserção de (6), em: 



( ) 0.1. 222 −+− qvpu λ =+ qλ      (11) 

reagrupando os termos e adotando a restrição algébri

2) 

derivando novamente em relação a t a expressã

ca original, tem-se: 

qvu −+= 22λ       (1

o acima e reagrupando, vem: 

v3' −=λ        (13) 

  

rios problemas algébrico-diferenciais podem ser resumidos na Tabela 1. 

TABELA 1: Diferentes Índices em um mesmo sistema 

 

Restrição Algébrica Índice Diferencial 

 Os vá

 

Eq. (7) 3 

Eq. (8) 2 

Eq. (11) 1 

Eq. (12) 0 

 

 Apesar dos diferentes valores do índice d cial do sistema em acordo com a forma 
m

 algébrico-diferenciais com índice 1 e 2 foram resolvidos com o 
aux

iferen
co  que as equações são arranjadas, deve-se enfatizar que todas as formas apresentam 
problema de inicialização. 

O sistema de equações
ílio do pacote DASSL e os resultados estão na Figura 2. A simulação foi feita para um 

sistema com valor inicial de x=1 e y=0, ou seja, a massa encontra-se na horizontal. Uma 
discussão mais ampla deste problema não é o objetivo deste trabalho e pode ser encontrada 
em outras referências (BRENAN et al, 1989; BISCAIA Jr., 1996).  
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Figura 2 – Resultados para o pêndulo simples para  

EADs com índices diferenciais (a) um, (b) dois 

4.2 REAÇÕES IRRE
 

 Sejam as reações u e constante 

⎯→⎯⎯→⎯ 2  

 

VERSÍVEIS EM SÉRIE 

nimoleculares irreversíveis consecutivas a volum

CBA kk1

As equações de taxa para os três componentes são: 

n
ACk

d
A

t
dC

   (10) 1−=      

nB
A

Ck
dt

dC
1= m

B
Ck 2−       (11) 

m
B

C Ck
dt

dC
2=    

Onde Ci são as concentrações da esp éticas em 
min-1gmol1-nLn-1 e min-1gmol1-mLm-1  , eações. 
 

     (12) 

écie i em gmol/L, k1 e k2 são as constantes cin
 respectivamente, e n,m são as ordens das r

 A restrição algébrica é a equação para o balanço total de massa para o sistema acima, que 
pode ser representado por: 

000 CBACBA CCCCCC ++=++    (13) 

 composto pelas equações (10), (11), (12) e (13) é um sistema de 
EAD, que possui índice diferencial um, isto porque basta vez a restrição 
algébrica para que todas as variáveis relativas ao problema estejam presentes como derivadas 

 O sistema de equações
 derivar somente uma 

de primeira ordem.  
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ra 3 – Resultados para a cinética em série p

o primeiro equacionamento (a) ordens n=1 e m=1; (b) n=1 e m=2 

 

Figu ara 



 A implem Na primeira, 
onsideram-se as equações diferenciais (10) e (11) e a equação algébrica (13). Na segunda 
rm

 

pa

entação do sistema de equações foi feita de duas formas. 
c
fo a, o sistema é composto pelas três equações diferenciais e uma quarta equação é inserida 
pela restrição (13) como sendo uma nova variável - concentração total. Esta nova variável foi 
considerada como sendo igual a 1,0 no início (condição inicial) e tendo derivada igual a zero. 
A primeira forma é a tradicionalmente usada como pode ser visto em LEVENSPIEL (2000). 
A implementação da segunda forma teve por objetivo avaliar se a consideração da restrição 
algébrica poderia influenciar de alguma forma os resultados.  
 Os dois sistemas de equações algébrico-diferenciais foram resolvidos com o auxílio do 
pacote DASSL. As simulações foram feitas para um sistema hipotético cujos valores de k  e 1

2k são, respectivamente, 1,0 min-1gmol1-nLn-1 e 0,15 min-1gmol1-mLm-1  Algumas ordens de 
reação estão apresentadas para se verificar a versatilidade do sistema. As condições iniciais 

ra o sistema são CAo=1,0 gmol/L, CBo=0,0 gmol/L e CCo=0,0 gmol/L. 
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ra 4 – Resultados para a cinética em série para 

o primeiro equacionamento (a) ordens n=2 e m=1; (b) n=2 e m=2 

 

As curvas  aos padrões 
sperados, já que a concentração de A é sempre decrescente, a curva de B possui um máximo 

na p

 

Figu

 obtidas para o primeiro equacionamento (Figuras 3 e 4) obedecem
e

osição de tmax = ln (k2/k1) / (k2-k1) e a curva referente a C possui um ponto de inflexão em 
2.tmax (LEVENSPIEL, 2000). Outras conclusões podem ser resgatadas com relação ao 
fenômeno em si, não com relação ao método numérico, mas sim com relação a cinética, por 
exemplo, aumentando a ordem do consumo de A, sua concentração final também aumenta. 
São estas conclusões que tornam o estudo do problema mais cativante para alunos de 
Engenharia Química. 
 Também para o segundo equacionamento, as curvas obedecem aos padrões esperados 
(Figuras 5 e 6). Para os casos apresentados, não foram observadas diferenças significativas 
entre os dois equacionamentos. Cabe ressaltar que a concentração total se manteve constante 
igual a 1 ao longo de todo o intervalo de tempo e para as várias ordens de reação, o que reflete 
a solução da restrição algébrica. 
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Figura 5 – Resultados para a cinética em série para 

o segundo equacionamento (a) ordens n=1 e m=1; (b) n=1 e m=2 
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Figura 6 – Resultados para a cinética em série para 

o segundo equacionamento (a) ordens n=2 e m=1; (b) n=2 e m=2 

 

A validação dos da pela comparação 
com alguns sis
ainda é possível inserir o estudo de solução de equações diferenciais utilizando um pacote de 
álgebra computacional. Caso contrário, a solução pode ser obtida facilmente por cálculo. Para 
n=m

resultados aqui obtidos pelo DASSL pode ser efetua
temas que possuem solução analítica, por exemplo, quando n=m=1. Neste caso, 

=1, CAo=1,0 gmol/L, CBo=0,0 gmol/L e CCo=0,0 gmol/L, vem: 
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Os valores obtidos com cinco casas decimais apresentaram erros reduzidos (ver Figura 7). 

No caso específico das reações em série, as conce já são um 
bom resultado considerando as medições que são feitas nos problemas de Engenharia 
Quí ica. 
 

ntrações com três casas decimais 

m
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Figura 7 – Erros relativos para s espécies A,B e C quando n=m=1 

 

Até aqui as ordens apresentadas são de uma certa forma “bem comportadas”. Um último 
teste precisa s resultados 
para a cinética com  
ficiente da mesma forma e os resultados são praticamente iguais. 

 a

 
ser feito para ordens não inteiras. Na figura 8 estão apresentados o

 ordens n = π e m=e para os dois encaminhamentos. O código DASSL foi
e
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Figura 8 – Resultados para a cinética em série para 

os dois equacionamentos n= π e m=e 

 

 

 

4. CONCLUSÕES 
 
 A solução de sistemas de equações diferenciais e algébricas simultâneas pode ser inserida 
já no ensino de graduação de engenharia, porque estes sistemas surgem naturalmente da 
inclusão da restrição algébrica representada pelo balanço global de massa. Um exemplo 
simples que pode ser usado é a cinética complexa de reações irreversíveis que possui a citada 
restrição algébrica. 
 O código DASSL apresentou-se como um programa que proporciona vantagens como: 

- Clareza: os sistemas de equações integrados são simples e todas as suas variáveis tem 
um significado físico. 

- Versatilidade: as equações que formam o sistema são mais facilmente substituídas de 
forma a adequar o modelo a novos dados experimentais, sem que com isso se tenha de 
realizar discretizações ou diferenciações. 

- Confiabilidade: isto acontece porque ao se utilizar equações algébricas estas impõe 
restrições mais rígidas e, além do mais, informações que poderiam ser perdidas por 
conta da diferenciação das equações algébricas não o são. 

- Simplicidade: menor consumo de tempo e esforço computacional por ocasião da 
montagem do sistema. 

 
É importante destacar que o uso do código computacional DASSL não se aplica a solução 

de qualquer sistema de EADs, pode ser utilizado para índices diferenciais menor ou igual a 
três.  

Portanto, é possível o ensino de solução de sistema de equações algébrico-diferenciais já 
na graduação, podendo ser utilizado o exemplo de cinética complexa com reações em série. 
Este exemplo é de simples implementação e pode ser facilmente estudado por qualquer aluno 
de engenharia.  
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Abstract: The modeling and simulation process in Chemical Engineering frequently result in 
a system of differential-algebraic equations (DAE). The numerical solution of these types of 
systems should be included on under graduate teaching. As a classical example of a DAE 
consider the equations of motion describing a pendulum, because of it is known by any 
college student. In this work it is studied the kinetics of reactions in series that can be used as 
example of system of differential-algebraic equations in the teaching of Chemical 
Engineering, since the algebraic sum of mass should be constant. The DASSL code is used 
for solve the system, thoroughly used by engineers and also available as free software in the 
Internet.       
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