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Resumo: O processo de modelagem e simulagdo em Engenharia Quimica
freglientemente resulta em um sistema de equacOes algébrico-diferenciais, tornando-se
necessaria a inclusdo do ensino da solucdo destes sistemas na graduacdo. O exemplo que é
normalmente usado para introduzir o assunto é o péndulo simples, uma situacdo fisica
conhecida de qualquer estudante de segundo grau. Neste trabalho é estudada a cinética de
reacoes em série que pode ser usada como exemplo de sistema de equacOes algébrico-
diferencial no ensino de Engenharia Quimica, j& que o balanco de massa total deve ser
respeitado. E utilizado para resolucdo do sistema o codigo DASSL, amplamente usado por
engenheiros e também disponivel como software livre na Internet.
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1. INTRODUCAO

O processo de modelagem e simulacdo em Engenharia Quimica freqiientemente resulta
em um sistema de equagdes algébrico-diferenciais, isto porque ¢ comum aparecer restrigdes
associadas ao balango de massa total o que gera uma equagdo algébrica. Dai, ter-se um
sistema de equagdes algébrico-diferencial (EAD), formado tanto por equacdes diferenciais
quanto por equacdes algébricas. Eles podem ocorrer também indiretamente quando resolvem-
se equacdes diferenciais parciais como, por exemplo, nos modelos de transferéncia de calor e
de processos quimicos. Em PETZOLD e LOSTEDT (1986) estdo apresentados exemplos nos
diversos campos da engenharia, tais como destilagdo, andlise de uma mistura protéica, fisica
atmosférica, transferéncia gasosa, escoamento de magma em vulcdes e modelagem de rede
neural.

A solu¢do destes sistemas tradicionalmente ¢ feita ao se transformar as equagdes
algébricas em equagdes diferenciais, sendo assim gerado um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias (EDOs) equivalente. Entretanto este tipo de procedimento gera dificuldades quanto
a interpretacdo fisica das equacgdes e varidveis, além de consumir tempo e esforgo
computacional para as diferenciacdes e manipulacdes algébricas necessarias. Mais grave que
isto, informagdes significativas podem ser perdidas ao longo das diferenciagdes efetuadas nas
equacdes algébricas.



O estudo da teoria analitica dos sistemas de EADs iniciou-se por volta de 1960, sendo
que GEAR (1971) estudou, através de um método numérico, os sistemas com restrigoes
algébricas. Com o passar dos anos diversos cddigos surgiram entre eles o DASSL
(Differential Algebraic System SoLver) de BRENAN et al (1989). Estes codigos refor¢aram a
conveniéncia de tratar os sistemas algébrico-diferenciais diretamente, mantendo as relagdes
originais entre varidveis e efetuando menor manipulacdo algébrica antes da integra¢do do
sistema.

Neste trabalho, dois exemplos de sistemas de equagdes algébrico-diferenciais sdo
estudados: 1) o péndulo simples, que ¢ o exemplo amplamente apresentado (BRENAN et al,
1989; BISCAIA Jr., 1996); 2) a cinética complexa de reacdes irreversiveis em série. O
objetivo aqui foi avaliar um novo exemplo que despertasse maior interesse aos alunos de
graduacdo (NASCIMENTO, 2001), ja que Cinética ¢ um topico fundamental do curso de
Engenharia Quimica.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Um sistema de N equagdes EADs pode ser representado pela equagdo 1, que possibilita a
inclusdo de equagdes diferenciais e algébricas. Caso esteja presente alguma equagdo
algébrica, a matriz de derivadas parciais OF/0y’ (Fy’) € singular.

F(t, y, y’) = 0 onde y=y(t) e y’=y’(t) (1)

O indice diferencial (v4) € definido como o numero minimo de vezes que um sistema de
EADs F(t, y, y’) = 0 (ou equacdes derivadas dele) precisa ser diferenciado em relagdo a t até
ser transformado em um sistema de EDOs y’ = F(y,t). Um sistema de EDOs por defini¢do
apresenta indice zero.

Me¢étodos numéricos desenvolvidos para EDOs geralmente resolvem sistemas de indice 1.
Entretanto, para sistemas de indice diferencial maior que um, estes métodos numéricos nao
convergem ou convergem para uma solugdo errada. EADs que atendam as especificagdes de
cddigos que calculam EDOs modificadas podem ser calculadas, estas especificagdes
normalmente dizem respeito a indice diferencial menor ou igual a trés e alguma restrigdo
relativa a estrutura.

A maior dificuldade encontrada na aplicacdo do método reside na inicializagdo
consistente das varidveis envolvidas (BISCAIA e VIEIRA, 2000). A inicializacdo ¢ dita
consistente quando os valores de y(0) e y’(0) (varidveis e suas derivadas no tempo inicial)
satisfazem ao sistema estendido correspondente. De forma que, ndo basta que o sistema
original seja satisfeito: as equagdes criadas pelas diferenciagdes ¢ manipulagdes algébricas
efetuadas no sistema original de modo a transforméa-lo em um sistema de EDOs também
devem ser satisfeitas no tempo inicial. Portanto os sistemas de indice superior € mesmo em
alguns sistemas de indice 1 devem ser inicializados de forma consistente, sendo os codigos
numéricos disponiveis para solucdo de EADs ndo conseguem convergir ou mostram
desempenho ruim.

3. CODIGO COMPUTACIONAL DASSL

O codigo DASSL é um pacote computacional para a integragdo numérica de sistemas



algébrico-diferenciais aplicavel a sistemas gerais de indice até 1 e alguns tipos de sistema de
indice 2 (BRENAN et al, 1989). A subrotina usa formulas de diferenciacdo retroativa de
ordens 1 a 5 para resolver sistemas de equagdes algébrico-diferenciais da forma F(y, y’, t)=0
para y(t) e y’(t). Valores iniciais para y(t) e y’(t) devem ser fornecidos de forma consistente.
Este codigo ¢ aberto e disponibilizado na Internet de forma que o usuario pode “baixé-lo”
tanto na linguagem FORTRAN quanto em C Outra forma de se trabalhar com o pacote ¢é
utilizando a biblioteca IMSL do FORTRAN-COMPAQ.

A principio, o DASSL ¢ capaz de calcular um conjunto y’(0) consistente a partir de um
conjunto de condigdes iniciais y(0) consistentes, para depois efetuar a integracao a partir deste
novo conjunto de condigdes iniciais. Em muitos casos, as condi¢des iniciais y(0) sdo de dificil
determinagdo no tempo inicial e podem ser obtidas por simples medi¢des de temperatura ou
concentragdo. Ja as derivadas y’(0) precisam ser calculadas através das equacdes do modelo
proposto, ¢ devido a ndo linearidades esta determinacdo pode ndo ser tdo simples. A
capacidade da DASSL de completar a inicializacdo das varidveis provou ser de grande
importancia para sistemas altamente nao lineares, como os sistemas tipicos de Engenharia
Quimica.

4. EXEMPLOS

Nesta secdo estdo apresentados os sistemas de EADs para o péndulo simples e a cinética
complexa implementada de duas formas e os respectivos resultados obtidos pelo codigo
DASSL em Fortran.

4.1 PENDULO SIMPLES

Um péndulo simples consiste de uma massa m que oscila na extremidade de uma haste de
massa desprezivel e de comprimento L, como mostrado na Figura 1. A posicdo da massa no

instante t ¢ dada pelo angulo ®=®(t) que a haste faz com a vertical.
Aplicando-se os balangos de forca (BRENAN et al, 1989; BISCAIA Jr., 1996), vem:

Direcao x: m.x"=-T, =—TEX (2)

o T
Direcdo y: m.y"=-T, —mg = L y —mg 3)
A restrigdo algébrica é: x* +y? =L (4)

Sendo que x ¢ a posicao horizontal (L), u € a posicao vertical (L), T; € a tensdo na direcao
i (MLO?), g ¢ a aceleracdo da gravidade (LO7?), x” e y” sdo as segundas derivadas de x e y

com relagdo ao tempo.



Figura 1 — Esquema do péndulo simples (BISCAIA Jr., 1996)

Adimensionando: p =%;q =%;t =t \/%; A= L , resulta:

mg
p'=-4.p

5

{q":—/l.q—l ®)
p*+q’ =1

transformando em um sistema de EDOs, vem:

p'=u
q=v

6
W= —p (6)
V'i=-40-1
p’>+q’ =1 (7)

para calcular o indice deste sistema algébrico-diferencial torna-se necessario avaliar
simplesmente o numero de vezes que se deve derivar, em relagdo a t, a restrigdo algébrica
para se ter explicitamente: A’. Assim, derivando a restricdo em relagdo a t, tem-se que:

2p.p'+29.9'=0 (8)
eliminando a constante comum aos termos e adotando as defini¢des de u e v, resulta:
p.u+q.v=0 (9)

note que no procedimento de derivacdo adotado a constante de restri¢do algébrica original (de
valor numérico igual a unidade) nao mais surge em (8).

Aplicando novamente o procedimento a Eq.(8), vem:
p.u+p.u'+q'.v+q.v'=0 (20)

resultando com a inser¢ao de (6), em:



u’>—-A1.p°>+v> —-q(l1+4.q)=0 (11)

reagrupando os termos e adotando a restricao algébrica original, tem-se:
A=u’+v? —q (12)
derivando novamente em relagdo a t a expressdo acima e reagrupando, vem:

A'=-3V (13)

Os varios problemas algébrico-diferenciais podem ser resumidos na Tabela 1.

TABELA 1: Diferentes Indices em um mesmo sistema

Restricao Algébrica indice Diferencial
Eq. (7) 3
Eq. (8) 2
Eq. (11) 1
Eq. (12) 0

Apesar dos diferentes valores do indice diferencial do sistema em acordo com a forma
com que as equagdes sdo arranjadas, deve-se enfatizar que todas as formas apresentam
problema de inicializagdo.

O sistema de equagdes algébrico-diferenciais com indice 1 e 2 foram resolvidos com o
auxilio do pacote DASSL e os resultados estdo na Figura 2. A simulacgdo foi feita para um
sistema com valor inicial de x=1 e y=0, ou seja, a massa encontra-se na horizontal. Uma
discuss@o mais ampla deste problema nao ¢ o objetivo deste trabalho e pode ser encontrada
em outras referéncias (BRENAN et al, 1989; BISCAIA Jr., 1996).
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Figura 2 — Resultados para o péndulo simples para
EADs com indices diferenciais (a) um, (b) dois

4.2 REACOES IRREVERSIVEIS EM SERIE

Sejam as rea¢des unimoleculares irreversiveis consecutivas a volume constante
k k
A——>B——C

As equagdes de taxa para os trés componentes sao:

dC ]

th =Gy (10)
aC, =k,C" —k,C" (11)
dt A B
dC. -

dt :kzcs (12)

Onde C; sdo as concentragdes da espécie i em gmol/L, k; e k, sdo as constantes cinéticas em
. 1-ny n-1 .1 l-my m-1 . ~ ~
min”~ gmol L™ e min" gmol L™ , respectivamente, e n,m séo as ordens das reagdes.

A restricao algébrica € a equacdo para o balango total de massa para o sistema acima, que
pode ser representado por:

C,+Cg+C.=C,, +Cq, +C¢, (13)

O sistema de equagdes composto pelas equacdes (10), (11), (12) e (13) € um sistema de
EAD, que possui indice diferencial um, isto porque basta derivar somente uma vez a restri¢ao

algébrica para que todas as variaveis relativas ao problema estejam presentes como derivadas
de primeira ordem.

Concentragédo (mol/L)
Concentragdo (mol/L)

Tempo (min) Tempo (min)

(a) (®)

Figura 3 — Resultados para a cinética em série para

0 primeiro equacionamento (a) ordens n=1 e m=1; (b) n=1 e m=2




A implementagao do sistema de equagdes foi feita de duas formas. Na primeira,
consideram-se as equacdes diferenciais (10) e (11) e a equagdo algébrica (13). Na segunda
forma, o sistema € composto pelas trés equagdes diferenciais € uma quarta equagdo ¢ inserida
pela restricdo (13) como sendo uma nova variavel - concentragao total. Esta nova variavel foi
considerada como sendo igual a 1,0 no inicio (condicao inicial) e tendo derivada igual a zero.
A primeira forma ¢ a tradicionalmente usada como pode ser visto em LEVENSPIEL (2000).
A implementacdo da segunda forma teve por objetivo avaliar se a consideragcdo da restri¢ao
algébrica poderia influenciar de alguma forma os resultados.

Os dois sistemas de equagdes algébrico-diferenciais foram resolvidos com o auxilio do
pacote DASSL. As simulagdes foram feitas para um sistema hipotético cujos valores de Kk, e

k, sdo, respectivamente, 1,0 min”'gmol'™L™" ¢ 0,15 min™'gmol'™L™"

Algumas ordens de
reacdo estdo apresentadas para se verificar a versatilidade do sistema. As condigdes iniciais

para o sistema sdo Ca,=1,0 gmol/L, Cg,=0,0 gmol/L e C¢,=0,0 gmol/L.

Concentracéo (mol/L)
Concentragdo (mol/L)

Tempo (min) Tempo (min)

(a) (b)

Figura 4 — Resultados para a cinética em série para

0 primeiro equacionamento (a) ordens n=2 ¢ m=1; (b) n=2 ¢ m=2

As curvas obtidas para o primeiro equacionamento (Figuras 3 e 4) obedecem aos padrdes
esperados, ja que a concentracao de A ¢ sempre decrescente, a curva de B possui um maximo
na posicao de tmax = In (ko/k;) / (ko-k;) e a curva referente a C possui um ponto de inflexdo em
2.tmax (LEVENSPIEL, 2000). Outras conclusdes podem ser resgatadas com relacdo ao
fenomeno em si, ndo com relacdo ao método numérico, mas sim com relacdo a cinética, por
exemplo, aumentando a ordem do consumo de A, sua concentracao final também aumenta.
Sdo estas conclusdes que tornam o estudo do problema mais cativante para alunos de
Engenharia Quimica.

Também para o segundo equacionamento, as curvas obedecem aos padrdes esperados
(Figuras 5 e 6). Para os casos apresentados, ndo foram observadas diferencas significativas
entre os dois equacionamentos. Cabe ressaltar que a concentragdo total se manteve constante
igual a 1 ao longo de todo o intervalo de tempo e para as varias ordens de reacao, o que reflete
a solucdo da restrigao algébrica.
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Figura 5 — Resultados para a cinética em série para

o segundo equacionamento (a) ordens n=1 e m=1; (b) n=1 e m=2

Concentragéo (mol/L)

Tempo (min)

(a)

Concentracao (mol/L)

Tempo (min)

(b)

Figura 6 — Resultados para a cinética em série para

o segundo equacionamento (a) ordens n=2 ¢ m=1; (b) n=2 e m=2

A validacdo dos resultados aqui obtidos pelo DASSL pode ser efetuada pela comparagao
com alguns sistemas que possuem solugdo analitica, por exemplo, quando n=m=1. Neste caso,
ainda ¢ possivel inserir o estudo de solugdo de equacdes diferenciais utilizando um pacote de
algebra computacional. Caso contrario, a solu¢ao pode ser obtida facilmente por célculo. Para
n=m=1, Cp,=1,0 gmol/L, Cg,=0,0 gmol/L e Cc,=0,0 gmol/L, vem:




C,=e"" (14)

C, :—.(efkl.t _esz.t) (15)

Os valores obtidos com cinco casas decimais apresentaram erros reduzidos (ver Figura 7).
No caso especifico das reagdes em série, as concentracdes com trés casas decimais ja sdo um
bom resultado considerando as medi¢cdes que sdo feitas nos problemas de Engenharia
Quimica.
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Figura 7 — Erros relativos para as espécies A,B e C quando n=m=1

Até aqui as ordens apresentadas sdo de uma certa forma “bem comportadas”. Um tltimo
teste precisa ser feito para ordens ndo inteiras. Na figura 8 estdo apresentados os resultados
para a cinética com ordens n = 1t € m=e para os dois encaminhamentos. O c6digo DASSL foi
eficiente da mesma forma e os resultados sdo praticamente iguais.
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Figura 8 — Resultados para a cinética em série para

os dois equacionamentos n= 7 € m=e

4. CONCLUSOES

A solucdo de sistemas de equagdes diferenciais e algébricas simultaneas pode ser inserida
ja no ensino de graduacdo de engenharia, porque estes sistemas surgem naturalmente da
inclusdo da restrigdo algébrica representada pelo balanco global de massa. Um exemplo
simples que pode ser usado ¢ a cinética complexa de reagdes irreversiveis que possui a citada
restricdo algébrica.

O codigo DASSL apresentou-se como um programa que proporciona vantagens como:

- Clareza: os sistemas de equacdes integrados sdo simples e todas as suas variaveis tem

um significado fisico.

- Versatilidade: as equacdes que formam o sistema sd3o mais facilmente substituidas de
forma a adequar o modelo a novos dados experimentais, sem que com isso se tenha de
realizar discretizacdes ou diferenciacdes.

- Confiabilidade: isto acontece porque ao se utilizar equacdes algébricas estas impoe
restricdes mais rigidas e, além do mais, informag¢des que poderiam ser perdidas por
conta da diferenciag¢do das equagdes algébricas ndo o sdo.

- Simplicidade: menor consumo de tempo e esforco computacional por ocasido da
montagem do sistema.

E importante destacar que o uso do codigo computacional DASSL nio se aplica a solugio
de qualquer sistema de EADs, pode ser utilizado para indices diferenciais menor ou igual a
trés.

Portanto, ¢ possivel o ensino de solugdo de sistema de equagdes algébrico-diferenciais ja
na graduacdo, podendo ser utilizado o exemplo de cinética complexa com reagdes em série.
Este exemplo ¢ de simples implementacdo e pode ser facilmente estudado por qualquer aluno
de engenharia.
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Abstract: The modeling and simulation process in Chemical Engineering frequently result in
a system of differential-algebraic equations (DAE). The numerical solution of these types of
systems should be included on under graduate teaching. As a classical example of a DAE
consider the equations of motion describing a pendulum, because of it is known by any
college student. In this work it is studied the kinetics of reactions in series that can be used as
example of system of differential-algebraic equations in the teaching of Chemical
Engineering, since the algebraic sum of mass should be constant. The DASSL code is used
for solve the system, thoroughly used by engineers and also available as free software in the
Internet.
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