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Resumo: O modelamento geométrico de curvas e superficies tem fundamental importdncia
em diversas dreas de Engenharia, Arquitetura e Computagdo Grdfica. A andlise de
estruturas, o projeto e a simulagdo computacional utilizam-se do modelamento geométrico de
superficies. A geometria euclidiana apresenta limitagoes quando se trata de simulagdo
computacional. Assim, o modelamento através de equagoes paramétricas, onde as variaveis
tridimensionais tornam-se independentes, apresenta um grande potencial para o
modelamento geométrico de curvas e superficies. Este trabalho apresenta as vantagens e
algumas implementagoes computacionais para o modelamento geométrico de superficies
através de equagoes paramétricas. Com de curvas e superficies paramétricas, é possivel
gerar modelos geométricos computacionais para as mais diversas aplicagoes. No ensino de
expressdo grdfica para Engenharia, principalmente em Geometria Descritiva, é possivel
combinar as duas formas de representa¢do de superficies (tradicional e paramétrica) para
que o aluno desenvolva os conhecimentos matemdticos que embasam a representa¢do
tradicional e, muitas vezes, tornam possivel sua aplicagdo. Por outro lado, é possivel também
encontrar semelhangas entre a representagdo paramétrica, que comegou a ser desenvolvida
ha quatro décadas, com a representagdo mongeana do século XVIII. Este trabalho faz este
paralelo e propoe a aplicacdo de representagoes paramétricas para o ensino de geometria
plana e espacial.
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1. INTRODUCAO

A representacdo matematica de curvas e superficies ¢ fundamental na criagcdo de sistemas
computacionais de modelamento geométrico tridimensional. A forma tradicional, através de
fungdes implicitas, ¢ limitada, principalmente em se tratando de representacdes
tridimensionais. Muitas curvas e superficies sequer possuem representacdes na forma

implicita em R’, que o caso da reta, por exemplo. Estas limitagdes tornam-se criticas em
aplicagdes computacionais, onde situagdes particulares comprometem a robustez das
implementagdes.

A representagdo paramétrica tem a grande vantagem de tornar independente a
representacdo em cada eixo de coordenadas. Assim, a representagdo de uma curva
tridimensional pode ser definida da seguinte forma:

Fo = X(0) = (x(1), (1), 2(1)) (01)

onde cada coordenada possui uma equacdo funcdo de um parametro ¢+ comum com um certo
intervalo de variagcdo, que irda depender da forma de parametrizagdo. Esta ¢ uma forma
extremamente robusta para aplicagcdes computacionais, pois permite uma defini¢do precisa de
dominio, além de evitar problemas como singularidades e indeterminagdes.

Neste trabalho serdo mostradas algumas formas paramétricas de curvas e superficies e
algumas aplicagdes no modelamento de superficies, através de uma implementagdo
computacional. Além disso, serd feito um paralelo com a geracdo e representacdo mongeana
de superficies.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A representacdo paramétrica de curvas e superficies constitui uma ferramenta corrente em
computagdo grafica, principalmente em CADs. Técnicas que foram desenvolvidas para
modelar fuselagens de avides e carrocerias de automoveis sdo utilizadas hoje em diversas
areas da computacao grafica.

Uma das mais conhecidas representagcdes paramétricas ¢ o Bézier path, desenvolvido de
forma independente, em 1962, por Pierre Bézier (Bézier, 1966 ¢ 1972), para uso no projeto
das carrocerias dos carros da Renault, ¢ por De Casteljau, em 1959, para a
Citroén. O nome foi atribuido a Bézier por seu trabalho ter sido divulgado antes. Seu CAD,
o UNISURF (Bézier, 1971), foi utilizado no projeto da maioria dos modelos de carros da
Renault nos anos 70.

Posteriormente, foram desenvolvidas outras formulagdes para representacdo paramétrica
de superficies. Paths B-Splines (DeBoor,1972 e Riesenfeld, 1973) e Non-Uniform Rational B-
Splines, conhecidas como NURBS (Versprille, 1973 e Tiller, 1983, 1986), sdo exemplos da
evolugdo da representacdo paramétrica de superficies e permitem o modelamento de
geometrias complexas, principalmente superficies do tipo free-form. As superficies Coons
(Coons, 1964 e 1967) sao outra forma de representagao paramétrica que utilizam mapeamento
transfinito entre curvas de bordo que podem ser de qualquer tipo desde que possuam
representacao paramétrica. Os paths gerados por Sweep (Bloomenthal and Riesenfeld, 1991,
Coquillart, 1987, e Rogers, 1990) sdo outra forma de representagdo paramétrica de
superficies. Nesse caso a superficie ¢ gerada pelo deslocamento de uma curva perfil sobre
uma curva caminho. O tipo de deslocamento efetuado pela curva define o tipo de Sweep.
Siltanen and Woodward (1992) e Ueng and LAI (1998) também abordam esse tema. As
superficies de revolu¢do podem ser consideradas como um caso particular de Sweep.



3. CURVAS PARAMETRICAS
A representacdes paramétricas, em geral, utilizam pontos de controle e fungdes de peso

(blending functions) que estabelecem relagdes de proporcionalidade entre os mesmos. Uma
representacdo genérica de uma curva seria:

X)) =3 B,0) P, (02)

onde Bi(f) sdo as fungdes de peso e P; os pontos de controle utilizados para representar a
curva. Para ilustrar este processo serdo definidas as representacdes paramétricas de algumas
curvas no espaco 2D e 3D.

3.1 Parametrizacio de um segmento de reta

A representagdo paramétrica da reta torna possivel representacdes tridimensionais de
qualquer segmento de reta. A parametrizacdo ¢ feita através de funcdes lineares que
interpolam dois pontos de controle que sdo as extremidades do segmento. Considerando-se P;
e P, como os pontos de controle, pode-se representar um segmento de reta na seguinte forma
paramétrica:

R(t)=(1-¢t)-P, +¢-P, (03)
onde ¢ €[0,1]. A equacdo 3 esta na forma vetorial, mas € possivel expandir a representacao:

x,()=(1-1)-x,+¢-x,
Y@ =(A=0)-y +1-y, (04)
zp(O)=(1-1t)-z,+¢ z,

Na equagdo 3, pode-se verificar a correcao da representagdo utilizando valores de t onde a
fungdo ¢ conhecida:R(0) =P,, R(1)=P,e R(0,5=0,5-P, +0,5-P,, que é o ponto médio
entre as duas extremidades. Este tipo de representacdo ¢ equivalente a representagdo
utilizada na geometria descritiva na forma grafica que utiliza sempre dois pontos para definir
uma reta.

3.2 Parametrizaciao de um arco de circunferéncia

A equagdo paramétrica de uma circunferéncia sé é possivel, de forma exata, no plano.
Neste caso, a generalizacdo para o espago tridimensional pode ser feita com a utilizacdo de
um sistema de referéncia auxiliar acoplado ao arco. A parametriza¢cdo de um arco ¢ feita em
fun¢do da propria definigdo de seno e co-seno. Assim, considerando-se um arco com centro
na origem, pode-se definir a seguinte representacao:

A,(t)=[R-Cosa(t), R-Sena(t)], (05)
a)=a,+(a, —a,)-t, (06)



onde R ¢ o raio do arco, ¢; € oy sdo, respectivamente, os angulos inicial e final do arco e
t €[0,1]. Para representar um arco com centro em posi¢ao distinta da origem, basta somar a

equacgdo 5 as coordenadas do centro (C) do arco:
A.()=C+A,(@) (07)

A equacdo 7 ¢ a representacdo paramétrica de um arco no plano xy. Um representagdo no
espaco 3D exige um sistema de referéncia auxiliar acoplado ao plano do arco. Considerando
um sistema de referéncia auxiliar S, pode-se considerar que uma equagdo paramétrica de
um arco no espago 3D ¢é:

A(t)=S,., Global(A (1)), (08)

Arco

onde Global(.) ¢ uma funcdo que converte as coordenadas do sistema de referéncia local do
arco para o sistema de referéncia global. Desta forma, ¢ possivel representar arcos e
circunferéncias em qualquer posi¢do no espago.

3.2 Parametrizacio de um curva 3D interpoladora

O uso de curvas para representar situacdes do mundo real pode exigir a representagdo de
curvas interpoladoras no espaco 3D. As curvas tipo spline, em geral, permitem representacoes
3D, mas na maioria dos casos, os pontos de controle ndo estdo sobre a curva. A spline
desenvolvida por CATMULL and ROM (1974) possui os pontos de controle sobre a curva,
com excecdo do primeiro e do Ultimo ponto que definem as tangentes nas extremidades. A
direcdo da tangente a curva em um ponto de controle P; ¢ dada pelo vetor P;:; - P;;. A equagdo
paramétrica fica assim definida:

C(z)=[1 t ot ] : (09)

i+2

A equacdo 9 define um trecho de curva entre os pontos P; e P;1, sendo os outros pontos
responsaveis pelas diregoes das tangentes. Uma curva com mais de 4 pontos de controle pode
ser gerada pelo acoplamento de trechos sucessivos utilizando a mesma equagdo. Assim, uma
curva com 7 pontos de controle terd n —3 trechos.

Este tipo de curva foi desenvolvido para utilizacdo em computagdo grafica porque
permite representar formas livres, o que ¢ de grande utilidade em sistemas de modelamento
geométrico utilizados na industria automobilistica e aeroespacial. De fato, conforme a
implementagdo computacional, podem-se gerar curvas 3D em tempo real através de
manipulagdo direta com grande facilidade.

3.3 Representacido Paramétrica de Superficies

A representacdo paramétrica de superficies ¢ uma alternativa extremamente pratica e
conveniente para aplicagdo computacional. De forma idéntica a representagdao paramétrica de
curvas, as superficies sdo representadas por equagdes paramétricas independentes para cada



dimensdo. Nesse caso, o espaco paramétrico ¢ bidimensional e a representacao genérica de
uma superficie fica da forma:

S(s,2) = (x(s,1), ¥(s, ), 2(s,1)) (10)

onde s e ¢ sdo parametros que, normalmente, variam entre 0 e 1. Essa forma de representagao
relaciona dois espacos: o espaco paramétrico (bidimensional) e o espacgo real (tridimensional).

No espaco paramétrico, a superficie € um quadrado com uma unidade de lado. No espaco
real, a superficie assume forma descrita nas equacdes paramétricas, no entanto, seu dominio
permanece quadrilatero. Uma maneira usual de fugir dessa limitagdo ¢ recortar a superficie,
criando dominios mais complexos. As superficies recortadas (frimmed surfaces) apresentam
como propriedades funcdes que definem as linhas de corte. Essas fungdes devem ser definidas
no espago paramétrico € podem ser obtidas a partir de algoritmos de interse¢do entre
superficies ou inseridas como lei de geracdo de um objeto.

Neste trabalho, sdo apresentados alguns exemplos de superficies paramétricas
quadrilateras, sendo que todas utilizam, com base, linhas paramétricas. S0 apresentadas
superficies lineares (planas e regradas), superficies Coons, superficies de revolugdo e
superficies Sweep.

3.4 Superficies Lineares

r

Superficies lineares sdo obtidas pela interpolagdo linear entre contornos. Um exemplo ¢
uma superficie definida por quatro pontos (P;, i =1 .. 4). Por ser linear, a forma paramétrica é
uma expansao da representagdo do segmento de reta:

Qs )=1-0(1-5)-P +5-P) +¢t-(A-5)-P, +5-P;) (11)

Os pontos de controle podem estar em um mesmo plano, gerando uma superficie plana.
Os pontos podem ndo formar plano, gerando superficies curvas, como o paraboldide
hiperbdlico (fig. 1), que ¢ estudado em geometria descritiva com uma superficie regrada
reversa (que ndo pode ser planificada).
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Figura 1. Representagcdao mongeana (a) e computacional (b) de um paraboloide
hiperbolico.



Um outro exemplo de superficie linear sao as superficies geradas pela interpolacao linear
entre duas curvas de bordo. Na representa¢do paramétrica, as curvas de bordo substituem os
pontos de controle na equagao paramétrica da reta (03), gerando a equagdo 12:

R(s,£)=(1-1)-C,(s) + t-C,(s) (12)

onde C1 e C2 sdo as representagdes paramétricas das curvas de bordo. A forma da superficie
gerada ird depender da forma das curvas de bordo e de suas posigdes. Muitos formas
conhecidas podem ser geradas com este tipo de representacdo que extremamente Util em
modelagem 3D. Este tipo de superficie é estudado em geometria descritiva e sua geracao
gréfica ¢ a forma descritiva da equagdo (12), pois a representacdo ¢ feita através de segmentos
retos que unem duas curvas de bordo.

3.5 Superficies Coons

As superficies Coons (Coons, 1961) sdo superficies paramétricas geradas a partir de
linhas de contorno utilizando mapeamento transfinito. S30 necessarias quatro linhas de
contorno para gerar uma superficie Coons. Cada uma dessas quatro linhas deve estar
conectada as 2 linhas adjacentes pelos pontos de extremidades. As linhas de contorno podem
ter parametrizagdes genéricas. A equacdo paramétrica da superficie Coons fica a seguinte:

C(s,t)=(1-0) P (s)+t P, (s)+(1-5) P, (1) +5 P,(?) (13)
1-9)(1-HX,-s(1-)X;-(1-5)t X, -5t X,

onde P; sdo as equagdes paramétricas das curvas de bordo e X; sdo os vértices do contorno. A
equacdo 13 representa superficies Coons lineares com dominios quadrados, mas existem
superficies Coons quadraticas e os dominios também podem ser triangulares (ROGERS and
ADAMS, 1990).

As superficies Coons sio utilizadas em CAGD' na modelagem 3D de superficies devido
a facilidade de criacao de superficies complexas a partir das curvas de contorno.

3.6 Superficies de Revolucao

Superficies de revolucdo ocorrem com muita freqiiéncia em diversos tipos de pegas e
dispositivos fabricados pelo homem, tais como elementos de maquinas, na industria
mecanica, além de elementos construtivos, na industria da construgdo civil. Assim, ¢
indispensavel a implementacdo de superficies de revolugdo em um programa que seja
utilizado para o modelamento de objetos do mundo real.

Nesse tipo de superficie, uma linha perfil sofre uma revolu¢do em torno de um eixo.
Considerando-se um eixo vertical, é possivel resumir a equagdo paramétrica de uma superficie
de revolugao da seguinte forma:

R(s,t) = P(t)- T(s) (14)

onde P(7) ¢ a equacdo paramétrica da linha de perfil que sofre a revolugdo. T(s) ¢ a fungdo
paramétrica que realiza uma transformagdo de revolugdo em P(#). O processo ¢ simples se a
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revolugdo ¢ realizada em relacao ao eixo Z, quando a funcao de revolucao adquire a seguinte
forma:

Cosg(s) Seng(s) 0
T(s)=|—Sen¢g(s) Cos¢g(s) 0 (15)
0 0 1

onde ¢(s) ¢ a fungdo que define o angulo de rotagdo em fun¢do do parametro s. O processo
torna-se complexo quando o eixo de revolugdo adquire uma posicao genérica. A abordagem
tradicional para esse caso (Rogers, 1990) utiliza trés rotagdes € uma translagao para criar uma
matriz de transformacao genérica.

Um alternativa ¢ a utilizagdo de um sistema de coordenadas acoplado ao eixo de rotacao,
0 que pode tornar o processo quase tdo simples quanto a rotacdo em torno do eixo z (fig. 2). A
transformagao de rotagdo ¢ realizada no sistema auxiliar e o resultado ¢ transferido para o

sistema de referéncia do global. A equagdo paramétrica da superficie de revolucdo fica assim
definida:

R(s,?) = S, .Global(S, .Local(P(¢)) - T(s)) (16)

onde S, ¢ o sistema de referéncia acoplado ao eixo de tal forma que este coincida com o z do
sistema local. Global e Local sao fungdes que realizam as transformacgdes entre os sistemas de
referéncia. T(s) ¢ obtido pela equacdo 15.

A representacdo mongeana de superficies de revolugcdo segue a forma descritiva da
equacdo (16). O papel desempenhado pelo sistema de referéncia auxiliar S, ¢ realizado por
uma mudanga de plano de projecao com plano auxiliar perpendicular ao eixo de revolugao.

Perfil

} [

o
(eixo de rotacao) y

(a) (o)
Figura 2. Procedimento para criar uma superficie de revolugdo: a)Sistema de referéncia
auxiliar onde o eixo de rotagdo define o eixo z’. b)Superficie de revolugdo gerada a partir
do perfil.

3.7 Superficies Sweep

A superficies denominadas sweep sao resultado de uma extrusdo de uma curva de forma
através de uma curva caminho. Este processo permite grande flexibilidade na criacdo de
formas.

Uma forma de representagdo usual € utilizar um sistema de coordenadas auxiliar que se
desloca ao longo da curva caminho, de tal forma que o eixo x local seja coincidente com a



direcdo da tangente a curva. O processo se completa transferindo as coordenadas da curva de
forma para estes sistemas locais e, em seguida, transpondo para o sistema Global. A
representacdo pode ser expressa pela seguinte equagao:

F(s,t) = S.(s).Global(S,.Local(F(¢))) (17)

onde Sc(s) € o sistema de referéncia que se desloca ao longo da curva caminho e Sp € o
sistema de referéncia na inicio da curva caminho de tal forma que S, =S.(0). F(¢) ¢ a curva

de forma.

4. EXEMPLOS

As representacdo paramétrica de curvas e superficies ¢ utilizada para modelamento
geométrico computacional devido a grande flexibilidade de formas que podem ser criadas,
além das vantagens j4 mencionadas em relagdo a formulacdo implicita. Nesta secdo sdo
apresentados alguns exemplos de geometrias construidas com superficies paramétricas em
uma implementa¢ao computacional tipo CAD.

O programa foi implementado na linguagem Borland Delphi®, utilizando orientagdo a
objetos, onde cada tipo de linha e superficie constitui uma classe de objetos geométricos. A
orientacdo a objetos facilita muito o processo de implementacdo. Um exemplo disto é o
recurso de heranca que permite a criacdo de classes derivadas de classes ja existentes, sem a
necessidade de rescrever codigo, pois as classes filhas herdam as propriedades e os métodos
da classe mae.

O exemplo 1 (fig. 3.a) mostra dois cilindros de mesmo diametro e eixos perpendiculares
gerados como superficies de revolugdo. O exemplo 2 (fig.3.b) ¢ um tubo circular gerado como
superficie sweep utilizando uma circunferéncia como curva de forma e uma spline como

caminho.
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Figura 3. a) Exemplo 1: dois cilindros gerados como superficie de revolugdo. b)
Exemplo 2: tubo gerado por sweep.

O exemplo 3 (fig. 4.a) mostra um cilindro e um toro gerados como superficies de
revolucdo. O cilindro ¢ gerado pela revolugdo de uma reta paralela ao eixo e o toro ¢ gerado
pela revolugdo de uma circunferéncia coplanar ao eixo. O exemplo 4 (fig.4.b) apresenta a



geometria de uma turbina de aviao (turbofan) com superficies de revolugdo. A parte externa
foi criada com a revolugdo de uma spline Catmull-Rom.
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Figura 4. a) Exemplo 3: cilindro e toro gerados por superficie de revolugdo. b) Exemplo
4: Turbina gerada com superficies de revolugdo.

O exemplo 5 (fig. 5.a) apresenta uma superficie Coons gerada a partir de quatro linhas
spline. O exemplo 6 (fig. 5.b) mostra uma superficie composta por dois retalhos: um de
superficie regrada e outro de revolugdo.
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Figura 5. a) Exemplo 5: superficies Coons. b) Exemplo 6. superficie composta de dois
trechos (revolugdo e regrada).

5. CONSIDERACOES FINAIS

A representagdo paramétrica de curvas e superficies constitui uma importante ferramenta
para aplicagdes computacionais de modelamento geométrico. Os exemplos demonstram a
versatilidade deste tipo de ferramenta para o modelamento de superficies. Geometrias
complexas podem ser modeladas a partir de curvas simples e pela composi¢do com retalhos
de superficies paramétricas. Estes retalhos podem ser obtidos a partir de linhas de interse¢ao
entre superficies, por exemplo. Este ¢ um problema complexo que tem a sua solugao facilitada
com o uso de superficies paramétricas. Com isto, ¢ possivel implementar sistemas de
modelamento geométrico para uso em computagdo grafica, CAD (Computer Aided Design) e



CAE (Computer Aided FEngineering), podendo-se utilizar técnicas B-Rep (Boundary
Representation) ou CSG (Constructive Solid Geometry).

Por outro lado, o potencial para o ensino de geometria plana e espacial e geometria
descritiva ¢ muito grande. As representagdes paramétricas constituem, para todas os tipos de
superficies estudadas em geometria descritiva, as formas vetoriais equivalentes aos processos
de geracgdo utilizados por Monge. Desta forma, ¢ possivel incrementar o processo de ensino-
aprendizagem utilizando as duas formas de representacdo. Isto poderia ser feito utilizando a
representacdo paramétrica para fundamentar a conceituagdo tedrica e a forma descritiva para
exercicios praticos.

Ja& existe uma iniciativa de uso de modelos virtuais para ensino de geometria descritiva, o
HyperCAL®P (Teixeira et al, 1999). O HyperCALGD tem sido utilizado com sucesso no
ensino de superficies com o uso de hipertexto, animac¢des 2D e 3D e realidade virtual. Nas
proximas versdes do programa, pretende-se agregar fungdes onde o aluno poderad criar
desenhos e resolver problemas com superficies. Esta serd a grande oportunidade de introduzir
a representagdo paramétrico no ensino de geometria descritiva.
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PARAMETRIC MODELLING OF CURVES AND SURFACES

Abstract: The geometric modeling of curves and surfaces is very important to computer
graphics, engineering, and architectural design. Structural analysis and computational
simulations can use geometric modeling of surfaces. The usual representation by implicit
functions has limitations to use in computational processes. The parametric form is the best
way to represent and to manipulate curves and surfaces on computational simulations,
because the coordinates are described by independent equations. This work presents the
advantages and computational implementations for geometric modeling of parametric curves
and parametric surfaces. Complex models can be created to several computational
applications. The models are created in a CAD interface with interactivity in real time.

Key words: parametric curves, parametric surfaces, geometric modeling.



