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Resumo: Os professores dos cursos basicos de engenharia tém conhecimento acerca das
dificuldades que grande parte dos alunos de seus cursos apresentam no sentido de
compreender a aplicagcdo dos conhecimentos teoricos obtidos no ciclo basico, principalmente
aqueles relacionados as disciplinas de Cédlculo, Fisica e Algebra Linear. E fato que, com
base em conhecimentos triviais obtidos no ciclo basico dos cursos de graduac¢do em
engenharia, podem ser desenvolvidos procedimentos simples e uteis visando a andlise de
sistemas estruturais em engenharia. Neste trabalho, pretende-se discutir e aplicar os
conceitos teoricos referentes ao problema classico de autovalores e autovetores, estudado
correntemente nas disciplinas de Algebra Linear, no ciclo bdsico dos cursos de graduagdo, d
engenharia de pontes. Para tal, apos uma breve revisio do problema de autovalores, sdo
selecionados alguns modelos de pontes rodoviarias, para se proceder a uma andlise extensa
das freqiiéncias naturais (autovalores) e modos de vibragcdo (autovetores) desses modelos,
considerando-se, inclusive, a interagdo dindmica existente entre os veiculos que trafegam
sobre as pontes e a propria estrutura. Com base em uma andlise preliminar, referente as
freqiiéncias naturais e modos de vibrag¢do das pontes em estudo, é possivel identificar, por
exemplo, a possibilidade de surgimento do fenomeno fisico da ressonancia, que pode vir a
comprometer a durabilidade e a seguranca de tais estruturas.
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1. INTRODUCAO

O corpo docente da Faculdade de Engenharia da UERJ, FEN/UERJ, tem consciéncia de
que a falta de uma interagdo mais estreita entre o ciclo basico e o ciclo profissional da
engenharia constitui uma das principais razoes para as dificuldades que os alunos de
graduacdo apresentam para compreender a enorme relevancia de determinadas disciplinas do
ciclo bésico tais como: Calculo, Fisica e Algebra Linear.

Convém chamar a aten¢do do leitor para o fato de que os conceitos teoricos adquiridos
nestas disciplinas, mencionadas anteriormente, sdo fundamentais para a compreensdo do
comportamento de sistemas estruturais na engenharia.

No que tange ao estudo do comportamento dindmico de estruturas, assunto que sera
abordado com mais detalhe, mais especificamente com respeito a aplicagdo do problema
classico de autovalores para determinacgdo e avaliacdo das freqliéncias naturais (autovalores) e
dos modos de vibracdo (autovetores) de pontes rodovidrias, percebe-se, claramente, uma
absoluta falta de conhecimento por parte dos alunos de graduagdo acerca da importancia do
tema.

Assim sendo, de forma a contribuir para o ensino de engenharia, como também
desmistificar o emprego corrente dos conceitos tedricos, principalmente aqueles relacionados
ao problema de autovalores, faz-se uma exposi¢do resumida do referido problema, como
tratado no ciclo basico da engenharia, e de como o mesmo poderia ser apresentado para que
os alunos de graduacdo pudessem ter uma idéia basica de sua aplicagdo pratica.

Na seqiiéncia, sdo selecionados alguns modelos de pontes rodoviarias para se proceder a
uma analise acerca das suas freqiiéncias naturais (autovalores) e dos seus modos de vibracao
(autovetores), considerando-se, inclusive, a interagdo dindmica existente entre os veiculos que
trafegam sobre as pontes e a propria estrutura.

Com base em uma analise preliminar, bastante simples, referente as freqiiéncias naturais
e modos de vibracao das pontes rodovidrias em estudo, é possivel identificar, por exemplo, a
possibilidade de surgimento do fendmeno fisico da ressonancia, que pode vir a comprometer
sua durabilidade e seguranca.

2. O PROBLEMA DE AUTOVALOR: CICLO BASICO x ENGENHARIA CIVIL

Ainda hoje, a didatica de ensino adotada nas disciplinas do ciclo basico sobre o problema
classico de autovalores e autovetores ¢ baseada em métodos estritamente conceituais e
matematicos. Tal metodologia ¢ apresentada a seguir, respaldada por uma breve revisao sobre
as defini¢des de autovalor e autovetor, como visto tradicionalmente na disciplina de Algebra
Linear (LIPSCHUTZ, 1977; NETTO e ADAO, 1995).

Sendo vejamos: seja T uma transformagao linear em um espago vetorial real V aplicada a
um corpo K. Denomina-se autovalor o escalar real pertencente a K (AeK) se, para esta
transformagao linear T, existe um vetor ndo-nulo pertencente a V (veV) para o qual:

T(v)=2Av (1)

Todo vetor ndo-nulo v que satisfaca a “equacdo (1)” é chamado o autovetor de T
correspondente ao autovalor A. Portanto, sendo A uma matriz quadrada de ordem (n X n)
sobre um corpo K, existe um autovalor A se, para uma matriz coluna (vy;), denominada
autovetor, Av=Av ¢é verdadeiro.

Para a obtencdo dos autovalores, reescreve-se a “equacao (1)” de modo que (AI-A)v=0,
que admitira A#0 como solucdo se, e somente se, [AI-A|=0. A expressao |[AI-A|=0, onde I ¢ a
matriz identidade, ¢ denominada equagdo caracteristica.



A contribui¢do mais relevante deste trabalho didatico € caracterizar que o ensino do
problema de autovalor como feito no ciclo basico da engenharia, de acordo com o exposto nos
trés paragrafos anteriores, ¢ absolutamente contrario ao que se deveria informar a um futuro
engenheiro.

Nao ¢ feita relagao alguma entre os termos especificos (tais como: espago vetorial, corpo,
etc.), utilizados no ensino da disciplina de Algebra Linear e as grandezas empregadas
correntemente na engenharia. Ressalta-se que esses elementos tém absolutamente o mesmo
significado das grandezas conhecidas comumente pelo engenheiro. Além disso, em nenhum
momento existe um indicativo de onde e como o aluno de graduag¢ao, futuro engenheiro, deve
utilizar esses conceitos, extremamente relevantes para a vida pratica de um profissional da
area em questdo (SILVA, 2001).

Uma sugestdo para uma abordagem mais apropriada ao ensino do problema de autovalor
para os alunos de graduagdo em engenharia seria, inicialmente, associar o termo autovalor as
freqliéncias naturais e o termo autovetor aos modos de vibracdo de um elemento ou sistema
estrutural qualquer, dando énfase ao significado fisico dessas grandezas, ROEHL (1981).

Sendo vejamos: para um sistema estrutural qualquer sob vibragao livre ndo amortecida,
com varios graus de liberdade, pode ser escrita uma equacdo matricial de movimento tal que,

MV +KV=0 )

onde, M ¢ a matriz de massa, K ¢ a matriz de rigidez, V ¢ o vetor das aceleracoes e V' ¢€ o
vetor dos deslocamentos.

As equagdes que tornam possivel a resolucdo do problema de autovalor, cujo sistema
vibra livremente e sem amortecimento, sdo as seguintes:

(MIK- a)0,~21) ¢,’ =0 (3)

onde ¢; € o i-ésimo modo de vibragdo, com i1 variando de 1 a N. A “equagdo (3)” ¢ verdadeira,
para qualquer ¢, se

|M1K- (00,'21] ¢i =0 (4)

onde I representa a matriz identidade.

A “equacdo (4)” ¢ comumente designada como equagdo caracteristica e suas raizes sao os
valores caracteristicos, ou autovalores, e correspondem ao quadrado das freqiiéncias naturais
de um sistema estrutural, 0)0i2. A cada uma dessas raizes corresponde um vetor caracteristico,
¢;, ou autovetor, que representa o modo de vibragao do referido sistema.

Deve-se ressaltar, novamente, que o problema cldssico de autovalores ¢ absolutamente
essencial para a compreensdo e analise de estruturas simples, tais como trelicas, vigas,
porticos, placas, etc, como também de sistemas estruturais mais complexos, dentre os quais
podem ser citados os seguintes: pontes rodovidrias e ferroviarias, torres de aco de
telecomunicagdes e de transmissdo de energia, estadios de futebol, passarelas de pedestres,
edificagdes residenciais, edificios altos, plataformas off-shore, etc.

3. O PROBLEMA DE AUTOVALOR E A ENGENHARIA DE PONTES

Na Engenharia Civil, infelizmente, ainda ¢ corrente o desenvolvimento de projetos de
pontes rodoviarias sem se proceder a uma analise, mesmo que preliminar, acerca do
comportamento dindmico da estrutura. Efeitos dinamicos associados as irregularidades da



pista, a oscilagdo dos veiculos ao abordar a estrutura, a variagdo de velocidade dos veiculos,
dentre outros, geralmente ndo sdo considerados na analise.

A partir da evolucao dos sistemas de transportes, com base no emprego de veiculos mais
rapidos e pesados, tornou-se indispensavel o estudo do comportamento dindmico de pontes
rodoviarias sob a acdo das cargas moveis, com objetivo de manter as condi¢des de seguranga
a ruptura, prevenindo deflexdes excessivas e proporcionando conforto e seguranca aos
usuarios das obras de arte.

Para tal analise dindmica ¢ imprescindivel a aplicagdo dos conceitos de autovalores e
autovetores estudados nos cursos basicos de engenharia. Visando a contribuicdo para a
adequagdo e modernizacdo do ensino de engenharia, foi elaborado um exemplo de aplicagdo
no qual foram desenvolvidos modelos computacionais, com base no emprego do programa
computacional ANSYS (1998), a partir de projetos de pontes rodovidrias. Na seqiiéncia,
procede-se a uma andlise acerca das freqiiéncias naturais ¢ modos de vibragdo desses
modelos. Ressalta-se que o presente trabalho académico propde uma sugestdo para uma
metodologia de ensino do problema de autovalores e autovetores mediante exemplos de
aplicacdo destes nas estruturas correntes de engenharia civil.

Assim sendo, os alunos de graduacdo em engenharia podem constatar que a aplicagdo do
referido problema ¢ bastante simples e tem uma importancia pratica inquestionavel para a
engenharia de pontes.

3.1 Modelo estrutural

Os tabuleiros das pontes rodoviarias selecionadas neste trabalho correspondem a vigas de
concreto armado com secdo do tipo caixdo e inércia constante, como mostra a Figura 1. Esses
tabuleiros apresentam momento de inércia J=3.98m", modulo de elasticidade
E=3,0X107kN/m2, massa distribuida m =9200kg/m e coeficiente relativo de amortecimento,
£=0,03, para o0 modo de vibragdo natural com predominancia de deslocamentos da ponte
(SILVA, 1999).

As pontes rodoviarias escolhidas para analise, sio modeladas como vigas bi-apoiadas
com balancos. O modelo estrutural ¢ discretizado com base em 18 elementos finitos de viga
bidimensionais, sendo que cada balango possui 3 massas concentradas e o vao central,
apresenta 11 massas concentradas, igualmente espacadas. A ponte foi dividida em 19 secdes
ou nos, como mostra a Figura 2. A Tabela 1 apresenta as caracteristicas geométricas das
pontes estudadas neste trabalho (SILVA, 1999).

Tabela 1 - Caracteristicas geométricas dos modelos.

Viao Vaos Espagamento | Comprimento
Extremos ~
Central entre Secdes | Total da Ponte
(Balangos)
L (m) Ly (m) L. (m) L (m)
24,0 6,0 2,0 36,0
30,0 7,5 2,5 45,0
36,0 9,0 3,0 54,0
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Figura 1 - Projeto bésico de uma ponte rodovidria selecionada para analise
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Figura 2 - Modelo em elementos finitos adotado para a discretiza¢ao das pontes.

3.2 Modelagem da carga moével

A carga movel ¢ modelada com base em uma série de veiculos deslocando-se sobre o
tabuleiro da ponte com velocidade constante. Os veiculos possuem um peso total unitario de
450 kN e mantém entre si um espagamento regular, 1. As viaturas sdo modeladas como
sistemas “massa-mola-amortecedor” e estdo em contato continuo com o tabuleiro das obras de
arte, como ¢ ilustrado na Figura 3.

Utiliza-se um modelo de veiculo constituido por um unico eixo e duas massas, descrito
por dois graus de liberdade a translagdo, o qual tem sido usado pelo autor SILVA (2002) para
estudos dessa natureza, como ¢ mostrado na Figura 3.

As grandezas associadas ao modelo do veiculo, referentes a massa suspensa,
amortecimento e rigidez da suspensdo sao designados por mg, cys € kys, respectivamente, e os
elementos correspondentes a massa nao-suspensa, amortecimento e rigidez dos pneus sdo
representados por my, Cyp € kyp, respectivamente, Figura 3.



Sao considerados os movimentos translacionais verticais das duas massas, uma suspensa
e outra ndo suspensa, ¢ desprezadas as rotagdes no plano, como mostra a Figura 3. A Tabela 2
apresenta as caracteristicas dindmicas dos veiculos utilizados neste estudo.

Tabela 2 - Caracteristicas dindmicas dos veiculos.

Massa Massa Nao- | Rigidezda | Rigidez dos | Amortecimento | Amortecimento
Suspensa Suspensa Suspensao Pneus da Suspensao dos Pneus
(m) (Mns) (kvs) (Kvp) (Cvs) (Cvp)
40 t 5t 18585 kN/m | 60402 kN/m 24 kNs/m 3 kNs/m

As freqiiéncias naturais do veiculo isolado sobre base rigida, correspondente a suspensao
e aos pneus, sdo feitas iguais a 3Hz e 20Hz, respectivamente, e o coeficiente relativo de
amortecimento, &, para o seu modo de vibrag¢do natural com predomindncia de deslocamentos
da massa suspensa do veiculo, ¢ igual a 0,1 (10%).

No desenvolvimento do presente modelo computacional, assume-se que os carros entrem
um apds o outro no tabuleiro da obra de arte, gerando a partir dessa repeti¢dao, ao longo do
tempo, uma freqiiéncia de excitacdo, de carregamento, ou de travessia, fi=v/l, associada ao
movimento desses veiculos sobre o tabuleiro.
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Figura 3 - Comboio de veiculos.
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A andlise das freqii€ncias naturais ¢ dos modos de vibragao das pontes ¢ feita a partir da
variagdo do comprimento do vao central e dos vaos extremos em balango, referentes aos
modelos em estudo. A secdo transversal se mantém idéntica em todos os modelos. No
entanto, o comprimento total das pontes ¢ modificado, evidentemente, a medida em que o vao
central varia de 24m a 36m ¢ os vaos extremos em balan¢o variam de 6m a 9m.

Observa-se, ainda, que o espagcamento entre os veiculos também ¢ modificado, no caso,
variando de 2m a 3m, de acordo com o comprimento total da ponte em estudo.




4. ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Com o objetivo de aplicar o problema classico de autovalores e autovetores, estudado
correntemente na disciplina de Algebra Linear (LIPSCHUTZ, 1977; NETTO ¢ ADAO, 1995),
sobre a andlise dinamica de pontes rodovidrias, obtém-se as freqiiéncias fundamentais e os
respectivos modos de vibragdo para os diversos modelos em estudo, de acordo com as
caracteristicas geométricas fornecidas pelas Tabelas 1 e 2 e Figuras 1 e 2.

Vale ressaltar que o modelo computacional desenvolvido, com base no emprego do
programa computacional ANSYS (1998), considera, inclusive, a interagao dinamica existente
entre os veiculos que trafegam sobre as pontes e a propria estrutura. Tal fato, evidentemente,
altera as freqiiéncias naturais dos modelos no que tange as situagdes em que as pontes se
encontram descarregadas e, em seguida, carregadas. Assim sendo, sdo apresentadas na Tabela
3 as freqiiéncias fundamentais dos modelos analisados.

Tabela 3 - Freqiiéncias fundamentais das pontes rodoviarias em estudo.

~ Espagamento Ponte Ponte Relagao
Vao Balangos , entre as
entre Veiculos | Descarregada Carregada oA
Frequéncias
Freqiiéncia Freqiiéncia
L (m) Ly (m) L (m) Fundamental Fundamental fo/fq
fq (Hz) f. (Hz)
24,00 6,00 2,00 8,89 9,08 1,02
30,00 7,50 2,50 5,80 6,43 1,11
36,00 9,00 3,00 4,20 5,12 1,22

Percebe-se, claramente, que a freqiiéncia fundamental dos modelos analisados diminui
com o aumento do vao das pontes. Isto porque, a medida em que se aumenta o comprimento
dos vaos, a massa do sistema aumenta e, como a freqiiéncia ¢ inversamente proporcional a
massa do sistema estrutural, tal fato, evidentemente, acarreta em uma diminuigdo nos
referidos valores.

Um outro ponto interessante a ser observado na Tabela 3, diz respeito a relacao f/fy que
aumenta de acordo com o aumento do comprimento do vao central e dos balangos das pontes
analisadas. Tal fato pode ser explicado devido a interagcdo dindmica existente entre os veiculos
e a ponte.

Tendo em maos o valor da freqiiéncia fundamental das pontes, obtido a partir da
resolugdo do problema de autovalor, pode-se comparar esse valor de freqiiéncia com a da
excitacdo, neste caso associado a uma freqiiéncia de carregamento, ou de travessia, f=v/l,
associada ao movimento dos veiculos sobre o tabuleiro, como descrito no item 3.2 do
trabalho.

Deste modo, a partir de uma andlise baseada em comparagdes, bastante simples, entre
valores de freqiiéncias (autovalores), pode-se, de forma preliminar, evitar o fendmeno fisico
da ressonancia, que pode vir a comprometer a durabilidade e a seguranca das obras de arte.

Na seqiiéncia do trabalho, as Figuras 4 a 9 apresentam os modos fundamentais de
vibragdo para os modelos analisados com referéncia a situacdo em que as pontes se encontram
descarregadas e carregadas.
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Figura 4 - Modo fundamental de vibragao. Figura 5 - Modo fundamental de vibragao.
Caracteristicas do modelo: L=24m e L,=6m. Caracteristicas do modelo: L=24m e L,=6m.
Ponte descarregada. fp=8,89Hz. Ponte carregada. f-=9,08Hz.
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Figura 6 - Modo fundamental de vibragao. Figura 7 - Modo fundamental de vibragao.
Caracteristicas do modelo: L=30m e Ly,=7,5m. Caracteristicas do modelo: L=30m e L,=7,5m.
Ponte descarregada. fp=>5,80Hz. Ponte carregada. fc=6,43Hz.
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Figura 8 - Modo fundamental de vibragao. Figura 9 - Modo fundamental de vibragao.
Caracteristicas do modelo: L=36m e L,=9,0m. Caracteristicas do modelo: L=36m e L;,=9,0m.
Ponte descarregada. fp=4,20Hz. Ponte carregada. f=5,12Hz.

Com base na observagdo dos modos de vibracdo das pontes estudadas, de acordo com as
Figuras 4 a 9, verifica-se que existe uma Otima concordancia nas configuragdes modais
fornecidas pelo modelo computacional desenvolvido, quando comparadas com a literatura
técnica (ROEHL, 1981; SILVA, 1999).

5. CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal do presente trabalho de pesquisa é o de contribuir no que tange ao
ensino de engenharia, a partir da desmistificacdo do emprego corrente dos conceitos tedricos
associados ao problema cldssico de autovalores e autovetores, estudado correntemente na
disciplina de Algebra Linear, no ciclo basico da graduagio dos cursos de engenharia,
principalmente, no caso especifico da Faculdade de Engenharia da UERJ, FEN/UERJ.

Procede-se a uma breve exposi¢do acerca do referido problema, como vem sendo tratado
no ciclo basico da engenharia, e de como o mesmo poderia ser mencionado, de forma a que os
alunos de graduagao pudessem ter uma idéia bésica da aplicagdo pratica desses conceitos.

Diante do exposto, ao longo de todo o presente trabalho, pode-se concluir que o
embasamento teérico adquirido no ciclo basico €, sem sombra de divida, de grande relevancia
para um melhor aproveitamento nos cursos de graduacdo em engenharia. Assim sendo,
disciplinas como, por exemplo, Algebra Linear, poderiam ter um enfoque didatico mais
direcionado aos problemas correntes da engenharia, de modo a motivar os alunos de
graduacgdo, contribuindo para que esses apresentem um grau de maturidade maior, de forma a
aplicar esses conceitos em sistemas estruturais, como no caso das pontes rodovidrias.



Assim sendo, sdo selecionados modelos estruturais de pontes rodoviarias para se proceder
a uma analise das freqiiéncias naturais (autovalores) e modos de vibracdo (autovetores),
considerando-se, inclusive, a interacdo dindmica existente entre os veiculos que trafegam
sobre as pontes e a propria estrutura.

Com base em uma analise preliminar, bastante simples, foi mostrada com clareza a
obtencdo das freqiiéncias naturais e dos modos de vibragdo de pontes rodovidrias associadas a
pratica corrente de projeto. Estudos dessa natureza ndo s6 motivam os alunos de graduacao,
como também conferem aos mesmos uma experiéncia maior no que tange a modelagem
computacional e a analise de estruturas.

Finalmente, foi evidenciado, também, que uma analise preliminar, baseada em
comparagdes simples entre os valores da freqiiéncia fundamental da ponte e da freqiiéncia da
excita¢do, pode evitar o fendmeno fisico da ressondncia, o qual pode vir a comprometer a
durabilidade e a seguranga das pontes rodoviarias.
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