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Resumo: Este trabalho tem por objetivo analisar a eficiéncia do Método das Diferencas Finitas
guando aplicado a um problema comum a fisica e as engenharias. Trata-se da distribui¢do de
temperatura ao longo de uma placa quadrada e delgada. O artigo conta com a descri¢éo do
método numérico empregado, incluindo sua deducéo e forma de aplicacéo, evidenciando sua
praticidade e facilidade de aplicacédo, visando incentivar seu uso e disseminagéo. Consta
também uma introducdo a equacéo de Poisson, cuja solucdo traduz o valor da temperatura em
cada ponto do interior da placa sob as condi¢fes dadas. Um algoritmo foi implementado e
empregado na resolucdo de um estudo de caso.

Palavras-chave: Distribuicdo de Temperatura, Método das Diferencas Finitas, Equacédo de
Poisson.

1. INTRODUCAO

O emprego de softwares como ferramenta de apoio na resolucdo de problemas nas
diversas areas da ciéncia e das engenharias tem se tornado algo cada vez mais frequente. O que
ndo é de surpreender, visto que seu uso traz inumeros beneficios, fornecendo praticidade e
precisao aos calculos e projetos elaborados.
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Mesmo contando com essas ferramentas o dominio da teoria é indispensavel, pois
resultados confiaveis s6 podem ser obtidos com o conhecimento de todas as varidveis que
envolvem o problema e com a insercéo correta de dados no mesmo.

Este trabalho exemplifica uma das formas de aplicacdo computacional na area das
ciéncias exatas, trazendo também a teoria de um Método Matematico nem sempre ministrado
ao longo do curso de Engenharia Civil, o Método das Diferencas Finitas (MDF).

PropGe-se por meio de um estudo de caso referente & anélise da temperatura em uma
placa, apresentar as vantagens de se estudar o MDF, procurando incentivar seu ensino e uso na
abordagem de outros problemas pertencentes as demais areas da fisica e engenharias.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secdo tem por objetivo apresentar conceitos relativos as Equacfes Diferenciais
Parciais (EDP’s) e sua classificacdo, ao Método das Diferencas Finitas e a teoria de propagacéo
de calor e distribuicdo da temperatura.

2.1. Equac0es diferenciais parciais de segunda ordem

Seja O © R? um conjunto aberto. Consideremos 0s seguintes espacos vetoriais:
e C°%0Q) = {u:Q — R,u é continua};

e C2(Q) = {u:Q — R,u é duas vezes continuuamente diferencidvel}.
Definimos o operador diferencial da Equacéo (1)

L: C2(Q) — C°(Q)
2 2 aZ

L = 406 9) 2 G, y) + BGo )~ () + €t y) 2 ()
— = _ _
u u x,y axz x,y x,y axay x,y x,y ayz x,y

(1)

onde 4, B, C: Q0 — R sdo funcdes reais que dependem das variaveis independentes x e y. Além
disso, para todo (x,y) € Q pelo menos um dos coeficientes,A, B ou C é ndo nulo, ou seja,
A%(x,v) + B?(x,y) + C?(x,y) > 0.

Definimos a funcéo dada pela Equagéo (2)

F:QxR®—R @)
(xy,$,m,6) — F(x,y,$,1,6)

Definicdo 1 (EDP de Segunda Ordem Quase Linear) Denomina-se equagéo diferencial
parcial de segunda ordem, quase linear, na incognita u(x, y), a uma equacdo com a forma da
Equacéo (3)

Ju 6u>’ 3)

Lu=F VoW Ty
¢ (xy”ax dy
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sendo L e F definidas anteriormente, onde os coeficientes A, B e C das derivadas de segunda
ordem devem, somente depender das variaveis independentes x e y, e satisfazer a condi¢ao
dada pela Equacéo (4)

A%(x,y) + B?(x,y) + C%(x,y) > 0 (4)

(MEDEIROS et al, 1999).

A Equacdo (5) mostra a forma geral desse tipo de EDP.

02 z 9% 0
AGoY) 3= (6 9) + B(x,y> 3y 0N+ Cy) 53 () + DY) 5 ()

(5)
+ E(x, y) (x y) + F(, y)ulx,y) + G(x,y) = f(x,y)

Esta EDP é homogénea se f(x,y) = 0, e é ndo homogénea se f (x,y) # 0. Além disso,
pode-se classificar este tipo de equacao em eliptica, parabolica ou hiperbdlica, dependendo do
valor do discriminante B? — 4AC. Para B> — 4AC > 0, a EDP ¢é dita hiperbélica; para B? —
4AC = 0 a EDP ¢é considerada parabolica; para B2 — 4AC < 0 a EDP é denominada eliptica
(CHAPRA, 2008).

Para se obter a solucdo desta equacdo é necessaria a utilizacdo das condicdes de
contorno, que sao valores conhecidos da solugdo ou de sua derivada sobre os limites do dominio
da equacdo. Tais condi¢cdes dependem do problema considerado, e serdo abordadas na proxima
secéo.

2.2. Equacéo de Poisson

Placas sdo elementos estruturais planos, ou seja, onde duas dimensdes predominam
sobre as demais. O estudo da distribuicdo de temperatura em placas apresenta grande
relevancia, uma vez que diversos elementos estruturais possuem esta forma, como as lajes ou
plataformas na construcdo civil, as quais muitas das vezes estdo submetidas as grandes
variacdes de temperatura.

A distribuicédo de temperatura ao longo de uma placa fina pode ser calculada por um
caso particular de EDP eliptica, denominada equacdo de Poisson, a qual possui a forma geral
da Equacéo (6)

@y ()= f(oy), para(ey) € R 6

u(x, y) =9gxy),  para(xy) €S

Nesta equagdo, R = {(x,y)/a <x < b, ¢ <x < d} eS denotaa fronteirade R. Caso
f(x,y) =0, temos um caso particular da Equacdo de Poisson, denominada Equacdo de
Laplace. Para a obtengdo da temperatura, é necessaria a determinagdo das condi¢Ges de
contorno, que sdo referentes aos valores de temperatura conhecidos ou fungdes conhecidas
gue descrevam essa temperatura nas bordas ou em outros pontos da placa.



Neste caso propbe-se o céalculo da temperatura nos pontos do interior de uma placa
quadrada que possui a temperatura ao longo de suas extremidades conhecidas, sendo duas delas
constantes e as outras duas varidveis em funcdo das dimensdes do elemento. Para encontrar a
temperatura nos demais pontos da placa utiliza-se 0 MDF cuja veracidade sera comprovada por
meio da comparagdo com a solugdo analitica dada pela Equagéo (7) (BURDEN, 2003).

u(x,y) = sen(mx), para (x,y) €S (7)

2.3. Método de Diferencas Finitas

O Meétodo das Diferencas Finitas (MDF) é um método numérico para calculo de
problemas de valor de contorno. Muito utilizado, devido a sua simplicidade e facilidade de
implementacdo computacional. Utiliza a aproximacao das derivadas de primeira e de segunda
ordem da funcdo u(x, y), solucdo da equacdo diferencial, dadas pelas respectivas equacdes de
diferengas divididas de primeira e de segunda ordem em x e y (SHIGUE, 2008).

Para a aplicacdo do método, primeiramente é necessario que o dominio esteja
discretizado. Discretizacdo, neste contexto consiste na divisdo do dominio em varias partes, de
modo a trabalhar ndo mais com o continuo mas apenas com certos pontos.

Atentando para o fato deste trabalho modelar uma aplicacdo governada por uma EDP
cuja solucdo é uma funcédo de duas variaveis, a forma mais simples de discretizar o dominio é
dividir os intervalos nos eixos x e y em partes iguais.

Por simplicidade, trabalha-se com um dominio quadrado, onde o lado que esta orientado
na direcdo do eixo x esteja limitado pelos valores a e b (a < b) e 0 outro lado, na dire¢do do
eixo y, seja limitado por c e d (c < d). Entéo, para discretizar o dominio, deve-se selecionar
dois nimeros inteiros, m e n, de modo a dividir o intervalo do dominio no eixo x em n
subintervalos e o intervalo no eixo y em m subintervalos (BURDEN, 2003).

O tamanho destes subintervalos, denominado por passo daqui em diante, recebe 0s
nomes h no eixo x, e k no eixo y. Dados os limites destes intervalos, pode-se definir as
expressdes para a obtencdo do valor dos passos, sendo h = (b —a)/ne k = (d — c¢)/m para
0S €ixos x e y, respectivamente.

Agora, sdo estes pontos que serdo utilizados para a construcdo das equacdes de
diferencas divididas, utilizando a série de Taylor em torno de cada ponto (xi,yj). Como o
problema apresenta apenas termos com derivadas segundas, torna-se necessario conhecer o
termo geral da expansao para funcGes de duas variaveis, mostrado na Equacao (8).

fC6,y) = flxg + 6,50 + 8y) =
o p
N N T P S ®
= ;lp! ;[q! - (6x) - (8y)P~1 Ty (xo,yo)]H

Para a montagem da equacgédo de diferencas divididas no eixo x, serdo feitas duas
expansOes, uma para §x = h e a outra para §x = —h. Sendo ambas com §y = 0. O processo
consiste em expandir até a terceira derivada, fazendo surgir um erro devido & interrupcdo da
série. Desde que os valores m e n escolhidos sejam suficientemente grandes, 0s passos h e k
serdo pequenos o bastante para que este erro seja pequeno. Ao fazer as duas expansdes e soma-



las, obtém-se a expressao da Equacéo (9), onde o Gltimo termo representa o erro causado pela
interrupcao da série.

0%u u(xi41,v) —2u(x;,y;)+ u(xi—y,y;) h?0%*u
W(xi’)’j) — ( i+1 J) (hlz J) ( i-1 ])_Eaxzt (fi:Yj) (9)

Este termo, a principio desconhecido, pode ser desconsiderado se substituirmos
u (x;,y;) por w;j, onde u (x;,y;) ~ w;;, na soma das expansdes. Quando realizada esta
substituicdo, a Equacdo (10) € obtida. Esta é a chamada formula das diferencas centrais de
segunda ordem, cuja funcgéo é aproximar o valor da derivada segunda em x.

2
J0“u Wiy1,j — 2Wi,j + Wi_1,j

%2 (x1) = hZ 10

O processo ocorre de forma anéloga para o eixo y, expandindo com os valores para
6y =k e 8y = —k, ambos com 8x = 0. ApoOs realizar a soma das duas expansdes e a
substituicdo de u (xi, yj) pela aproximacédo w; ;, tem-se a expressdo dada na Equagdo (11), que
é a formula das diferencas centrais de segunda ordem, cuja funcdo € aproximar o valor da
derivada segunda em y.

62u Wi,j+1 — 2Wi,j + Wi,j—l
a_yz(xiJ’j) ~ L2 (1)

Tendo em maos as Equacdes (10) e (11), que sdo as aproximacoes para as duas derivadas
presentes na equacdo diferencial a ser solucionada, podemos substituir estas duas equagdes na
equacao diferencial a ser resolvida. Atribuindo valores de i e j na expressdo resultante, obtemos
um sistema de (n — 1)(m — 1) equagdes que, se resolvido, fornece os valores de w; ; em todos
0s pontos da quadricula.

3. METODOLOGIA

Nesta secdo, serdo apresentados o problema a ser analisado e resolvido, seu método de
solucdo e os fatores referentes a implementacao do algoritmo criado para solucdo de equac6es
como a que foi vista na Equagédo (6) via MDF.

3.1. Estudo de caso

Uma placa metélica, quadrada, delgada (espessura desprezivel) e com dimensdes 0,5 m
por 0,5 m foi aquecida até que a temperatura em todos 0s seus pontos ndo variasse com o passar
do tempo. Sabe-se que duas de suas bordas s&o mantidas a 0° C e em seus outros dois limites o
valor da temperatura aumenta linearmente de 0° C, em um canto, para 100° C no lugar onde
ambos os lados se encontram. O objetivo € determinar a distribuicdo de temperatura deste
estado estavel em cada ponto ao longo da extensédo da placa.

Se retratarmos as bordas da placa com temperaturas conhecidas como as condigdes de
contorno ao longo dos eixos x e y, obteremos um Problema de Valor de Contorno (PVC) dado
pela Equacéo (12)



2°u 2°u
ﬁ(x,J’) + W(KY) =0,

(12)

u(0,y) =0, u(x,0) =0, u(x,0,5) = 200x, u(0,5,y) = 200y.

para (x,y) no conjunto R = {(x,y)|0 <x < 0,5 0<y<0,5}

3.2. Solucao da equacao
Substituindo as aproximacgdes das Equacdes (10) e (11) na EDP considerada na Equacao
(12), obtém-se a Equacao (13), que é o ponto de partida para a aplicar o MDF.

Wiv1j = 2Wij+ Wisg;  Wijpr = 2Wi 5+ Wijiq

2 1z (13)

Multiplicando toda a Equacdo (9) por —h? e agrupando os termos semelhantes,
encontra-se a Equacdo (14), que é a chamada equacéo de diferencas para o problema descrito

h 2 h 2
2 ll * (E) lwi'f = (Wivnj +winy) — (E) (Wijsr +Wije1) = 0 (14)

Atribuindo valores para i e j monta-se o sistema de equacdes que fornece os valores de
w; ; necessarios. Como, para este problema, h = k, a Equagdo (14) assume uma forma mais
simples, dada na Equacéo (15).

AWij = Wip1j = Wiogj = Wiji1 = Wiji1 = 0 (15)

Apos resolver o sistema, os valores de w; ; sdo os valores aproximados da temperatura
nos pontos considerados. Devido ao pequeno valor de h e k, os céalculos manuais ndo séo
recomendados, dado o grande nimero de equacdes obtido. Por isso, foi elaborado um algoritmo
para a solucdo deste problema, sendo que seus detalhes s@o descritos na proxima secao.

4. IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO

Visando minimizar o encargo dos calculos manuais, os quais seriam demorados e
repetitivos, a automatizacdo dos mesmos foi realizada por meio de um algoritmo implementado
no software MATLAB®. Passou-se a ser necessaria, para a obtencdo da solugio do problema,
apenas a insercdo dos dados no programa.

Os dados fornecidos ao algoritmo foram advindos do estudo de caso e 0s passos de
discretizacdo adotados foram h = k = 0,01 m. O algoritmo, que aplica 0 Método lterativo de
Gauss-Seidel para resolver o sistema linear produzido pelo uso do método das Diferencas
Finitas, encontra-se descrito abaixo, e 0s resultados obtidos serdo mostrados e analisados na
secdo seguinte.



16 a 19 de setembro | Juiz de Fora - MG

function [] = Eliptica_Poisson()

syms x y

func = inputdlg({'f(x, y)= '},'Dados"); %edp

limites = inputdlg({'a: ', 'b: ', 'c: ', 'd: ', 'm: ', 'n: '},'Limites’); %a<x<b / c<y<d
contorno = inputdlg({'u(a,y) ="', 'u(b,y) =", 'u(x,c) =", 'u(x,d) = '},'PVCY;
parada = inputdlg({'"NUmero de iteracdes: ', ‘Tolerancia: '});

a = str2num(limites{1}); %x0
b = str2num(limites{2}); %xn
¢ = str2num(limites{3}); %y0f
d = str2num(limites{4}); %ym
m = str2num(limites{5});

n = str2num(limites{6});

h = (b-a) / n; %passo em x
k = (d-c) / m; %passo emy

uF = matlabFunction(sym(func),'vars',[x y], file','fxy");

UA = matlabFunction(sym(contorno{1}), vars',[x y], file','Uay";
uB = matlabFunction(sym(contorno{2}), vars',[x y], file','Uby");
uC = matlabFunction(sym(contorno{3}), vars',[x y], file','Uxc");
uD = matlabFunction(sym(contorno{4}), vars',[x y], file',' Uxd");

w = zeros(n+1,m+1); %cria a matriz nula NxM

xVector = zeros(1, n+1); %discretiza x
i=1;
forj=a:h:b
w(i,1) = uC(j,c);
w(i,m+1) = uD(j,d);
xVector(i) = j;
i=i+1;
end

i=1;
yVector = zeros(1, m+1); %discretiza y
forj=c:k:d
w(l,i) = uA(a,j);
w(n+1,i) = uB(b,j);
yVector(i) = j;
i=i+1;
end

lam = (h"2) / (k"2);
u=2*(1 + lam);

1=1;

while | <= str2num(parada{1}) %iteracoes gauss-seidel
z = (((-h"2)*(uF(xVector(2),yVector(m))))+uA(a,yVector(m))+(lam*uD(xVector(2),d))+(lam*w(2,m-

1))+w(3,m))/u;
norm = abs(z - w(2,m));
w(2,m) = z;

fori=3:n-1
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z = (((-h"2)*(uF(xVector(i),yVector(m))))+(lam*uD(xVector(i),d))+w(i-1,m)+w(i+1,m)+(lam*w(i,m-
D)
if abs(w(i,m)-z) > norm
norm = abs(w(i,m)-z);
end
w(i,m) = z;
end

z = (((-h"2)*(uF(xVector(n),yVector(m))))+uB(b,yVector(m))+(lam*uD(xVector(n),d))+w(n-
1,m)+(lam*w(n,m-1)))/u;
if abs(w(n,m)-z) > norm
norm = abs(w(n,m)-z);

end
w(n,m) = z;
forj=m-1:-1:3

z = (((-h"2)*(uF(xVector(2),yVector(j))))+uA(a,yVector(j))+(lam*w(2,j+1))+(lam*w(2,j-1))+w(3,j))/u;
if abs(w(2,j)-z) > norm
norm = abs(w(2,j)-2);

end
W(2,j) =z;
fori=3:n-1

z = (((-h"2)*(uF(xVector(i),yVector(j))))+w(i-1,j)+(lam*w(i,j+1))+w(i+1,j)+(lam*w(i,j-1)))/u;
if abs(w(i,j)-z) > norm
norm = abs(w(i,j)-z);
end
w(ij) =z;
end

z = (((-h"2)*(uF(xVector(n),yVector(j))))+uB(b,yVector(j))+w(n-1,j)+(lam*w(n,j+1))+(lam*w(n,j-1)))/u;
if abs(w(n,j)-z) > norm
norm = abs(w(n,j)-z);
end
w(n,j) = z;
end

z=(((-
h"2)*(uF(xVector(2),yVector(2))))+uA(a,yVector(2))+(lam*uC(xVector(2),c))+(lam*w(2,3))+w(3,2))/u;
if abs(w(2,2)-z) > norm
norm = abs(w(2,2)-2);

end
w(2,2) = z;
fori=3:n-1

z = (((-h"2)*(uF(xVector(i),yVector(2))))+(lam*uC(xVector(i),c))+w(i-1,2) +(lam*w(i,3)) +w(i+1,2))/u;
if abs(w(i,2)-z) > norm
norm = abs(w(i,2)-z);
end
w(i,2) = z;
end

z = (((-h"2)*(uF(xVector(n),yVector(2))))+uB(b,yVector(2))+(lam*uC(xVector(n),c))+w(n-
1,2)+(lam*w(n,3)))/u;
if abs(w(n,2)-z) > norm
norm = abs(w(n,2)-z);
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end
w(n,2) = z;

format long;
if (norm <= str2num(parada{2}))
fori=1:n-1
forj=1:m-1
h = plot3(xVector(i),yVector(j),w(i,j),r.");
hold on;
end
end
xlabel('x");
ylabel('y’);
zlabel('w");
title('Equacdo Eliptica');
h = surf(xVector,yVector,w);
saveas(h,'Grafico','fig");
break;
end

I=1+1;
end

if | > str2num(parada{1})
warndlg(‘Numero de iteracdes excedido. Abortar.");
else
file = fopen(‘resultados.txt','wt");
solAnalitica = inputdlg({'u(x, y) = '},'Solucéo Analitica’, 1, {'0'});
funcAnalitica = sym(solAnalitica);

if ~(strcmp(char(funcAnalitica),'0"))
funAnalitica = matlabFunction(funcAnalitica,'vars',[x y], file','fun_analitica’);
fprintf(file,'i \t j \t xi \t\t yj \t\t wij \t\t\t u(i,j) \t\t Erro absoluto \t\t Erro percentual\n');
fori=1:n+l
forj=1:m+1
u(i,j)= funAnalitica(xVVector(i),yVector(j));
fprintf(file,'%d \t %d \t %.4f \t %.4f \t %.10f \t %.10f \t %.10e \t %.10e\n',i-1, j-1, xVector(i),
yVector(j), w(i,j), u(i,j), abs(u(i,j) - w(ij)), 100*abs(u(i,j) - w(i,j))/(ui,j)));
end
end
else
fprintf(file,'i \t j \t xi \t\t yj \t\t wij\n");
fori=1:n+1
forj=1:m+1
fprintf(file,'%d \t %d \t %.4f \t %.4f \t %.10f\n’, i-1, j-1, xVector(i), yVector(j), w(i,j));
end
end
end
end

fclose(file);

5. RESULTADOS E DISCUSSAO



pontos

Apbs a implementagéo do estudo de caso no algoritmo, obtém-se os valores de w; ; nos
discretizados. Como sdo muitos pontos, apenas alguns dos valores obtidos sdo

mostrados na Tabela 1, a fim de permitir a interpretagcdo dos valores aproximados bem como
da ordem de grandeza dos erros obtidos.

Tabela 1 — Valores Analiticos e Numeéricos para alguns dos pontos discretizados.

i x; ¥ w; u(x;, ;) Erro absoluto Erro percentual

25 0 0.2500 0.0000 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000e+00 0.000000000e+00
25 5 0.2500 0.0500 4.9999999925 5.0000000000 7.4975421427e-09 1.4995084285e-07
25 10 0.2500 0.1000 9.9999999856 10.0000000000 1.4402715465e-08 1.4402715465e-07
25 15 0.2500 0.1500 14.9999999800 15.0000000000 2.0020392455e-08 1.3346928303e-07
25 20 0.2500 0.2000 19.9999999762 20.0000000000 2.3768969015e-08 1.1884484508e-07
25 25 0.2500 0.2500 24.9999999748 25.0000000000 2.5240218804e-08 1.0096087522e-07
25 30 0.2500 0.3000 29.9999999758 30.0000000000 2.4243128394e-08 8.0810427979e-08
25 35 0.2500 0.3500 34.9999999792 35.0000000000 2.0827116032e-08 5.9506045805e-08
25 40 0.2500 0.4000 39.9999999847 40.0000000000 1.5281969468e-08 3.8204923669e-08
25 45 0.2500 0.4500 44.9999999919 45.0000000000 8.1139432950e-09 1.8030985100e-08
25 50 0.2500 0.5000 50.0000000000 50.0000000000 0.0000000000e+00  0.0000000000e+00
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Além dos valores de w; ;, 0 algoritmo fornece um grafico, exibido na Figura 1.
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Figura 1 — Plotagem da Solugdo Numeérica

Nota-se que os valores da solucdo numérica apresentam grande semelhanca com a

solucdo analitica. Além disso os erros obtidos foram pequenos (na ordem de 10~8) e, portanto,
podem ser considerados satisfatorios.



6. CONCLUSOES

Mediante os resultados apresentados, € possivel concluir que o Método das Diferencas
Finitas pode se tornar uma preciosa ferramenta na busca de solucGes de problemas que
envolvam EDP’s. A facilidade de assimilacdo, de aplicacdo do método bem como a eficiéncia
de sua aproximacgao comprovam sua importancia na resolucéo nédo s6 desta, mas de inimeras
aplicacdes a serem exploradas nas areas da fisica e engenharias, como o comportamento dos
fluidos, distribuicdo de um campo elétrico em um circuito, entre outras.

Outra ferramenta utilizada no trabalho e de grande importancia foi o software
matematico MATLAB®. A facilidade em manipula-lo e o algoritmo implementado permitiram
uma automacéo eficiente dos calculos o que representou uma grande contribuicdo para a
solugéo do problema apresentado.
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CALCULATION OF TEMPERATURE WITHIN A PLATE WITH THE
AID OF THE METHOD OF FINITE DIFFERENCES

Abstract: This paper addresses the analysis of the efficiency of the Finite Difference Method
when applied to a common problem of physics and engineering: the temperature distribution
along a thin, square plate. The paper contains a description of the numerical method, including



SENGENHARIA:

Multiplos saberes e atuacdes
16 a 19 de setembro | Juiz de Fora - MG

its deduction and way of application, highlighting its praticality and ease of use, aiming to
incentivate its use and dissemination. Futhermore, there is an introduction to the Poisson’s
equation, whose solution represents the value of the temperature at each point in the interior
of the plate under certain conditions. An algorithm was implemented and applied in the
resolution of a case study.

Keywords: Distribution of Temperature, Finite Difference Method, Poisson equation.



