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Resumo: Existem varios procedimentos para a solu¢do da equacao de movimento de sistemas
estruturais. Uma primeira opc¢ao seria fazer a analise no dominio do tempo ou no dominio da
frequéncia. Uma segunda opcao seria decidir se se usaria ou ndo métodos de superposicao.
Para problemas ndo lineares, porém, os métodos que usam superposicdo ndo sdo 0s mais
adequados. Nesses casos, 0s procedimentos indicados sdo 0s métodos passo-a-passo, Nnos
quais a ideia central é dividir o carregamento e o histdrico de resposta em uma sequéncia de
intervalos, sendo a resposta calculada em cada intervalo a partir das condicdes iniciais
existentes no seu inicio, com a inclusdo da variacdo do carregamento. Assim, a solucdo para
cada iteragdo se torna uma analise independente, ndo havendo necessidade de superposicao.
Este artigo faz uma abordagem pedago6gica dos métodos passo-a-passo, apresentando
aqueles que se originam de equac0es integrais, especificamente os procedimentos de Euler-
Gauss e 0s métodos de Newmark-beta, por serem poderosos e eficazes. Os métodos aqui
envolvidos sdo aplicados tanto nos sistemas de um grau de liberdade quanto nos sistemas
com multiplos graus de liberdade. No final, apresenta-se um exemplo numérico.

Palavras-chave: VibracOes estruturais, Métodos passo-a-passo, Ensino na engenharia

1 INTRODUCAO

Existem duas abordagens gerais que podem ser usadas na determinacdo da reposta
dindmica de estruturas. A primeira envolve a avaliacdo da contribuicdo independente de
varias respostas que sdo combinadas para obter a resposta total, usando o conceito de
superposicdo de efeitos. Varios sdo os meétodos descritos na literatura que fazem uso dessa

0 ENGENHEIRO
EO

(@ ABENGE DESAFIO & EDUCAR




| I : ; == : I I XL CONGRESSO BRASILEIRO
'l =N DE EDUCACAO EM ENGENHARIA.

By () @) M [ (@) [ (B =@\

0. 0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.00.0.0.0000.000000000000000000000000000000000000

abordagem, como o método da Integral de Duhamel (que trabalha com as equagdes no
dominio do tempo) e o método da Transformada de Fourier (procedimento realizado no
dominio da frequéncia). Por causa do uso da superposicdo de efeitos na obtencdo do
resultado, tais métodos ndo podem ser usados em estruturas de comportamento ndo linear,
ficando limitados somente a analise de sistemas lineares. A segunda abordagem geral de
problemas dindmicos de estruturas é o uso de procedimentos numéricos iterativos do tipo
“passo-a-passo”, que podem ser aplicados em sistemas de comportamento nao linear, ja que
ndo fazem o uso de superposicéo de efeitos. A ideia central presente nesses métodos é dividir
0 carregamento e o histérico de resposta da estrutura em uma sequéncia de intervalos de
tempo, sendo calculada a resposta em cada intervalo de forma iterativa a partir das condic¢oes
iniciais (deslocamento e velocidade) existentes no inicio daquele intervalo, e a partir da
variagdo do carregamento durante o mesmo. Com isso, a solugéo para cada intervalo se torna
uma analise independente, ndo havendo necessidade de combinar diferentes contribuicdes de
outras solucGes através de superposicdo. Frequentemente, 0 comportamento ndo linear pode
entdo ser considerado simplesmente assumindo que as propriedades da estrutura permanecem
constantes durante cada incremento de tempo. Esse artigo apresenta uma abordagem didéatica
acerca desses procedimentos numeéricos iterativos.

2 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE

A estrutura desse artigo, suas figuras e simbologia apoiam-se fortemente no livro de
dindmica estrutural de Clough e Penzien (1995). Considerando o sistema dindmico massa-
mola (Figura 1) de um grau de liberdade, com amortecimento viscoso, submetido a uma carga
dindmica p(t), tem-se, para a equacéo diferencial de equilibrio que governa o movimento:

mu+cu+ku=p(t) 1)

Nessa equacdo, m é a massa do sistema, k é a constante de rigidez elastica da molae c é
o coeficiente de amortecimento viscoso. Fazendo uso dos métodos numéricos do tipo passo-a-
passo para a obtencdo do historico de resposta dessa equacdo de movimento, a variavel tempo
t deve ser discretizada, e o equilibrio é alcancado por um processo de integracdo sequencial.
Dessa forma os deslocamentos da estrutura sdo computados em instantes de tempo separados
por incrementos de tempo de integracdo (Figura 2). A equacdo de movimento assume, dessa
maneira, a forma discreta seguinte, em um dado passo de tempo i:

mili+cui+kui=pi (2)
u(®) iy
— u(t) %—\\
e g :
N mo ) .
T — - ‘
k O O tiq ti !
. . T=t-t;,
Figura 1 — Sistema massa-mola com 1 Figura 2 — Historico de respostas de

grau de liberdade deslocamentos
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E importante citar que esse tipo de discretizacdo permite encontrar solucBes que
satisfazem aproximadamente as equagdes de movimento durante cada passo, visto que o
carregamento também é aproximado em valores discretos. Varias consideragdes devem ser
feitas acerca da precisdo e estabilidade do método numérico escolhido, dependendo do
objetivo da analise a ser realizada.

2.1 Equagdes de integracao

As equacOes basicas usadas nos métodos descritos a seguir se baseiam no uso da
integracdo das grandezas dinamicas dentro do passo de tempo, a partir das condicdes iniciais
de cada passo até as condigdes finais, ao término do intervalo de comprimento At. O conceito
essencial é representado pelas seguintes equacdes:

At

ui = lli_l + f U(T)d'l' (3)
Oat

U = Uj_q +f u(r)dr 4)
0

As equacdes (3) e (4) expressam a velocidade e deslocamento finais em termos dos
valores iniciais destas grandezas somadas com uma expressao integral. A Figura 2 ilustra a
variavel de integracdo t tomada ao longo do passo i de duracdo At. A variacdo da velocidade
depende da integral da aceleracdo ii e a variacdo do deslocamento depende da integral da
velocidade 1 correspondente. Para realizar esse tipo de analise € necessario primeiramente
assumir como a aceleracdo varia durante 0 passo. Essa suposi¢cdo controla a variacdo da
velocidade, assim como torna possivel proceder ao préximo passo da analise.

2.2 Aceleracédo constante — Procedimento de Euler-Gauss

O método mais simples, conhecido como método de Euler-Gauss, é baseado na suposicao
de que a aceleragdo tem um valor constante fixo no intervalo do passo i. A consequéncia
dessa suposicdo € que a velocidade deve variar linearmente e que o deslocamento varia
segundo uma curva quadratica durante o incremento At (Figura 3). E assumido que a
aceleracdo constante desse método seja igual a média entre os valores finais e iniciais
tomados durante o passo. Dessa forma, a expressdo para a aceleracao fica igual a da equacéo
(5) seguinte, e os valores finais da velocidade e deslocamento, obtidos combinando a equacéo
(5) com a (3) e a (4), séo dados nas equagdes (6) e (7), respectivamente.

. 1 . .
Umea = 5 (iij—q + ;) (5)
At
U =1u_q+ > (ihj—q + ii;) (6)
. At? N
U =u;_1 + At Uj_q + T (ul-_l + ul-) (7)

Para iniciar esse tipo de analise em qualquer passo, é necessario primeiro encontrar as
aceleracOes inicial e final, ii;_, e ii;, para o calculo da aceleracdo constante ii,s;. A
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aceleracdo inicial pode ser obtida a partir da equacdo de equilibrio dindmico dada na
expressao (2), notempo t = t;_, OU seja:

1
Ujq = m (Picy —c o —ku_q) (8)

ii;

1
N Tl i Umed = _(ur—l + ;)
ity 2

Y

s % At . i
U =, +-§-(u,-_1 + ;)

Uiy

2

U = Uj_y + At Uy +T(i1;_1 + ;)

Uiy T L

— At —
Figura 3 — Aceleracao, velocidade e deslocamento no método de Euler-Gauss

Ja a aceleracdo final € obtida por meio de iteracbes: Comecando com um valor arbitrario
para ii;, valores para u; e u; sdo obtidos das equacdes (6) e (7), assim um valor refinado de i;
é calculado da condicdo de equilibrio dinamico no tempo t = t; usando uma expressdo
equivalente a da equagdo (8), o que leva a valores mais refinados da velocidade w; e
deslocamento u;. Eventualmente, a iteracdo converge para um valor fixo da aceleracdo final
neste passo, e a analise pode assim proceder para 0 passo seguinte. Quando as expressdes que
fornecem os novos valores para um dado passo incluem um ou mais valores pertencentes
aquele passo, necessitando realizar iteracdes, o método numérico é classificado como
implicito (Cintra, 2008).“A grande vantagem desse método de aceleracdo constante ¢ que ele
é incondicionalmente estavel; isto é, os erros ndo sdo amplificados de um passo para o
proximo nao importando o qudo grande o intervalo de tempo ¢ escolhido” (CLOUGH e
PENZIEN, 1995, p. 121, traducao nossa).

2.3 Aceleracéo Linear

Outro método muito aplicado na pratica se baseia na suposi¢cdo de que a aceleracdo varia
linearmente durante o incremento de tempo entre seu valor inicial ii;_, e final ii;. Dessa
forma, a expressdo para a aceleragdo em cada instante T durante o passo de tempo é dada pela
equacdo de uma reta igual & expressdo (9) seguinte, e os valores finais da velocidade e
deslocamento, obtidos combinando a equacéo (9) com a (3) e a (4), sdo dados nas equacdes
(10) e (11), respectivamente.
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. . Uy — Ui
i(t) = ilj_, + (#) T 9)
At
U =u—q + > (ihj—q + ii;) (10)
At? At?
U = uj_q + At ui—l + Tui_l + ?ul (11)

Novamente percebe-se que a formulacdo é implicita, visto que devem ser feitas iteracGes
para se chegar ao valor final da aceleracdo ii;, necessario a realizacdo da analise (o valor de
il;_, € obtido da equacdo (8)). Definindo T como o periodo de oscilacdo livre do sistema,
tem-se que, diferente do que ocorre com o método da aceleragdo constante, “o método da
aceleracao linear é apenas condicionalmente estavel; ele sera instavel a menos que At/T <

v3/m” (CLOUGH e PENZIEN, 1995, p. 122, tradug&o nossa).
2.4 Métodos de Newmark Beta

Uma formulagcdo mais geral foi proposta por Newmark (1959), a qual engloba os dois
métodos precedentes como casos especiais, e que pode ser aplicado em muitas outras versoes.
No método de Newmark, a equacles basicas de integracdo exibidas nas expressoes (3) e (4),
para a velocidade e deslocamento finais, sdo dadas por:

lli = ui_l + (1 - )/) At ui—l +vy At ul (12)
1
Ui = ul'_l + At ui_l + (E - ﬁ) Atz ui_l + ﬁ Atz ul (13)

Nestas equacdes, fica claro que o fator y provoca uma ponderacdo linear entre a
influéncia das aceleragdes final e inicial na variagdo da velocidade. Da mesma forma, o fator
B promove uma ponderagdo entre as influéncias dessas aceleragcbes na variagdo do
deslocamento. Através de um estudo do desempenho desta formulagdo notou-se que o fator y
controla a quantidade de amortecimento artificial induzido por esse procedimento e que néo
ha amortecimento artificial se y = 1/2, sendo esse o valor recomendado para as analises
padrdes. Adotando y = 1/2 e f = 1/4, as equacdes (12) e (13) ficam iguais as (6) e (7), ou
seja, para f = 1/4, o método se reduz ao da aceleracdo constante média. J& adotando
y=1/2ep =1/6, as equacdes (12) e (13) ficam iguais as (10) e (11), e 0 método se reduz
ao da aceleracao linear.

2.5 Formulacdo incremental para analise ndo linear

Os procedimentos tratados anteriormente sdo aplicaveis a analises de sistemas lineares
nos quais as forcas atuantes sdo expressas em termos dos valores totais da velocidade e
deslocamento que se desenvolveram na estrutura até o presente instante. Entretanto, para
analises ndo lineares, ¢ assumido que as propriedades fisicas do sistema permanecem
constantes somente durante um curto incremento de tempo ou de deformacdo. Por isso, é
importante reformular as expressfes propostas em termos de equacgdes incrementais de
movimento, como descrito a seguir.
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Supondo que as propriedades de rigidez elastica e de amortecimento sejam funcgdes do
tempo (como mostrado nos graficos da forca elastica e de amortecimento Fs e F, da Figura 4),
entdo a equacéo de equilibrio no instante t = t; é dada por:

mu; + C(ti) u; + k(tl) u; = p; (14)
. Inclinagédo tangente F.(u Inclinagdo tangente
Fe() inicial = c : Oy i =k, ///;:’\'"/--
N B
Fc;' RN o i IAF 7 Inclinagdo
IAFC Inclinagdo FSi—l E3 média p(®)
FCi—l média
P o
. Ar
Atl Au Di—1 7
Ar
: U -~ - U
Ujg i ol

(@) (b) ()]
Figura 4 — Sistema dinamico ndo linear
Jano instante t = t;_; 0 equilibrio é dado por:
mil_q + c(tim1) Wimq + k(ti—1) Ui—1 = Pis (15)
Subtraindo as equac@es (14) e (15), obtém-se
mAi+ cy Au + kg Au = Ap (16)

onde Au, A e Aii sdo as variagOes do deslocamento, velocidade e aceleragdo (Figura 4) e ¢, €
ko sdo os valores de c(t) e k(t) sobre os quais se assume que se mantenham constantes entre
t;_, e t;. Ostermos ¢, e k, podem ser aproximados como os valores médios das propriedades
de amortecimento e de rigidez que variam durante o intervalo At, como indicado pelas
inclinacdes médias nas Figura 4 (a) e (b), respectivamente. Porém, segundo Clough e Penzien
(1995), “na pratica, essas inclinagdes médias sdo obtidas somente por iteragdes [...] Para
evitar aplicar essas iteragdes, ¢ comum usar na pratica as inclinagdes tangentes iniciais”
(traducdo nossa). As inclinacdes tangentes iniciais para as forcas exibidas na Figura 4 séo
dadas por:

_OF, dF,

= 3a ko =5,

(17)

ti—1 ti—q

Reescrevendo as equacdes do método geral de Newmark e introduzindo a notacdo
incremental, as expressdes basicas (12) e (13) se tornam:

1
Au = At + (E ~ ﬁ) At? i, + B At? iy (19)
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E a equacdo de equilibrio dindmico que fornece o valor refinado da aceleracao no final do
passo fica (o valor de ii;_, é obtido da equacdo (8)):

1
il; = - (Ap — co At — kg Aw) + il;_4 (20)

As equacdes reformuladas com o uso da notacdo incremental funcionam tanto para
analises lineares quanto para ndo lineares. Quando o sistema for linear, as grandezas c, € k,
permanecem constantes durante toda analise. A velocidade e o deslocamento no final do
incremento de tempo s&o entdo obtidos por:

'I:l,l' = ui—l + Au (21)
U; = u;_q +Au (22)

2.6 Conversao para formulacéo explicita

As formulagbes implicitas dos métodos expostos sdo em geral inconvenientes, porque é
necessario realizar iteracfes para determinar a aceleracdo no final do passo de tempo. Por essa
razdo esses métodos sdo usualmente convertidos numa forma explicita, em que 0s novos
valores da resposta calculados em cada passo dependem somente de quantidades obtidas no
passo anterior. O objetivo dessa conversdo é expressar a aceleragdo final em termos de outras
grandezas conhecidas. De fato, ao observar as equacdes (18), (19) e (20) do método geral de
Newmark (na forma incremental) observa-se que elas formam um sistema de trés equacdes
lineares que possui trés incognitas, nomeadamente as variac@es da velocidade e deslocamento
e a aceleracdo no final do passo. Dessa forma, fica claro que é possivel usar um método
alternativo de solucdo dessas equacdes que ndo recorra ao uso de iteracGes, como algum
método de eliminacgdo de varidveis, por exemplo, ou a inversdo da matriz quadrada de ordem
3 que compde os coeficientes do sistema de equacbes. Porém, com o objetivo de expandir a
conversdo para a forma explicita aos sistemas de multiplos graus de liberdade, é conveniente
usar uma maneira especifica de substituicdo de variaveis, como explicado a seguir.

Resolvendo a equacdo (19) para ii; e substituindo na equacédo (18) encontra-se:

. yAu 14 .. V.
Au = 'EA_L' + (1 - ﬁ) At U1 — 'Eui_l (23)

Tomando novamente a solugdo da equacdo (19) para ii; e subtraindo-a de ii;_, encontra-
se:

" , At? 1
Al = |Au — At u;_4 — - Uj_q m (24)

Substituindo (23) e (24) na equacao de equilibrio (16) obtém-se:
k Au = Ap (25)

que tem a forma de uma equacao de equilibrio estatico, envolvendo a rigidez efetiva keo
carregamento efetivo incremental Ap, dados, respectivamente por:
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_ 1 y

k —BAtzm'i'mCO'*'ko (26)
— g Uy y .
Ap =Ap+m (,B_A; + 2_,81) + ¢o [(% — 1) Atii;_q + %ui_l] (27)

Ao resolver a equagdo (25) para o incremento de deslocamento Au, o0 incremento de
velocidade Au pode ser calculado através da equacdo (23). O deslocamento e velocidade
finais podem entdo ser obtidos pelas equagdes (21) e (22). J& a aceleracdo final poderia ser
encontrada atraves da equacdo (20), ou usando a (24), mas como podem ocorrer mudancas
nos parametros c, e k, devido a ndo linearidade, a aceleracdo no inicio do proximo passo €
obtida por imposicdo da condicdo de equilibrio, semelhantemente a equacéo (8), da seguinte
forma:

. 1 :
Uj—1 = E(Piq — Co Ui—1 — Ko Uj—q) (28)

3 SISTEMAS COM MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

Nesta seccdo continuaremos a utilizar o referido livro de Clough e Penzien como
referéncia principal. E trivial a generalizagdo do comportamento e anélise do sistema com um
grau de liberdade a sistemas com mdltiplos graus de liberdade. Porém, enquanto que o estado
do primeiro é caracterizado por um Unico deslocamento, a descri¢do do estado dos segundos,
num dado instante t, envolve n deslocamentos. De forma a possibilitar uma representacéo
compacta, estas quantidades sdo reunidas em vetores de dimensdo n, denotados com
caracteres em negrito. Por exemplo, o deslocamento dos n graus de liberdade é reunido no
vetor

u’ = [uj]T = [ug, up, oo, Uy |7 (29)

definindo-se de forma similar os vetores velocidade u e aceleragédo ii. Se se designar por Au;
a variagdo da componente j do deslocamento durante o intervalo At definido pelos instantes
ti_, € t;, é igualmente possivel definir o vetor variacdo de deslocamento Au que redne estas
componentes. Deste modo, a expressdo incremental (16) para o equilibrio dindmico de um
grau de liberdade pode ser estendida a n graus de liberdade, escrevendo-se

sendo Au e Aii os vetores variagdo de velocidade e de aceleracdo, m a matriz de massa, que
se admite ser constante, e ¢y e ko matrizes constantes que aproximam, respectivamente, a
matriz de amortecimento c(t) e rigidez k(t) no intervalo At. Como se referiu anteriormente é
habitual adotar matrizes tangentes estabelecidas para o instante inicial t;_;. O vetor no
membro direito da expressdo (30) relne a variacdo no intervalo At das forcas aplicadas
segundo os n graus de liberdade. A generalizacdo dos metodos passo-a-passo ja apresentados
para sistemas com um Gnico grau de liberdade a sistemas com multiplos graus de liberdade é
quase imediata. Nesta comunicacdo consideraremos unicamente 0 metodo da aceleragédo
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média constante e 0 método da aceleracdo linear, por serem métodos que conjugam uma
grande simplicidade com preciséo e estabilidade adequadas. Como se explicou nas se¢des 2.2
e 2.3 nestes métodos € admitida uma forma simples para a varia¢ao da aceleracdo no intervalo
At, a qual permite estabelecer relacdes simples entre deslocamentos, velocidades e
aceleracdes, que reduzem a equacédo incremental de equilibrio dindmico a um sistema linear
de equacOes em Au.

No caso do método da acerelagdo média constante este sistema é uma generaliza¢do da
relacdo (25), sendo dado por

k Au = Ap (31)

em que k e Ap generalizam os termos definidos pelas expressdes (26) e (27), ou seja,

_ 1 y

k :'BAtzm'i‘mCO‘i‘ko (32)
— || FECT | D Y V.
Ap —Ap+m(2,8 +[>’At)+c°[(2[? 1)Atul_1+ﬁul_1] (33)

Como se explicou na secdo 2.4, o método da aceleracdo média constante é determinado a
partir das relagOes anteriores fazendoy = 1/2e f = 1/4,

_ 4 2
k =mm+A—§C0+k0 (34)
Ap =Ap +2m (iii_l + A_tui_1> + 2¢o U4 (35)

De modo a evitar a acumulacdo de erros, € conveniente determinar o vetor aceleragdo no
inicio de cada passo através da condi¢do de equilibrio dindmico

;o1 =m 1 (p;_; — col;_; — ko u;_1) (36)

a qual generaliza a expressao (8), mas requer a inversdo da matriz de massa. Esta inversao
pode ser evitada no caso do método da aceleracdo média constante, e a expressdo (35)
simplificada, se se substituir este valor do vetor aceleracdo no inicio do intervalo, vindo

— 4
Ap =pi+pi-1+m ;. —2Kou;4 (37)
Assim, neste método, no inicio de cada intervalo de tempo determinam-se as matrizes de
amortecimento e rigidez tangentes, atualiza-se a matriz k de acordo com (34) e determina-se o
vetor Ap de acordo com (37). A solugdo do sistema linear (31) fornece o incremento de
deslocamentos Au no intervalo At. Com este vetor calcula-se o valor corrente dos
deslocamentos u; = u;_; + Au e 0 vetor variacdo das velocidades através da generalizacédo
de (23) para o método da aceleracdo média constante,

2
Ad = Au— 20, (38)
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e, finalmente, as velocidades u; = u;_; + Au. Esta operacdo conclui este passo, podendo
passar-se ao passo seguinte definido, pois por (31), (34), (37) e (38). Note-se que neste
método ndo é necessario calcular o valor corrente do vetor aceleracdo i porque este ndo
consta das expressoes (34), (37) e (38).

Como se mostrou na seccdo 2.4 o método da aceleracdo linear é determinado por
y =1/2e B = 1/6. Neste caso, as expressoes (34), (37) e (38) escrevem-se

_ 6 3
— = 39
k At2m+Atc0+kO ( )
— . 6 At .
Ap =Ap+m (3ui_1 + Eui_l) + ¢ (7 u,_q + 3ui_1) (40)
.3 At ,
Au = EAU + 7 U1 — 3lli_1 (41)

devendo utilizar-se em (40) e (41), como se explicou, valores das aceleracbes que satisfagam
a condicdo (36). De modo a reduzir o custo computacional, deve calcular-se a inversa da
matriz de massa, que consta desta condi¢do, uma Unica vez no inicio do ciclo de passos.
Como se referiu na seccdo 2.3, contrariamente ao método da aceleracdo média constante,
incondicionalmente estavel, a estabilidade numérica do método da aceleracdo linear para um
sistema com varios graus de liberdade sO estara assegurada se o incremento At ndo for

superior a v3/m do menor periodo de oscilagdo livre da estrutura.
4 EXEMPLO NUMERICO

Como exemplo de aplicagdo considerou-se um problema cuja resolucdo, utilizando o
método de sobreposicdo nodal, foi apresentada por Rossi e Ferreira et al (2011). Trata-se de
um edificio de tipo “Shear Building” com trés pavimentos moveis, o qual tem, portanto, trés
graus de liberdade, conforme mostra o desenho esquematico da Figura 5. Apenas no piso
superior atua um carregamento horizontal transiente durante 0,05 segundos, se anulando a
partir deste instante (Figura 6). Considerou-se amortecimento proporcional de Rayleigh com
uma taxa de amortecimento de 5 % para o0 1° e 3° modos. Note-se que no caso dos métodos
passo-a-passo o carater proporcional do amortecimento é irrelevante. Além disso, como esta
estrutura apresenta comportamento linear, as matrizes auxiliares k definidas pelas expressoes
(34) e (39), e suas inversas, devem ser calculadas uma Unica vez no inicio do ciclo de passos.

my =180t BT ﬂt,- 0<t<0025

0,025
U, 4 Pl(f) = 430
430 — —— (t —0,025); 0,025< t < 0,05
k: = 105000 kN/m 0.025

m, =270t 430 kN

U,

ms =360t

—Uj

\
\
k, = 210000 kN/m |
\
\
\

ks = 315000 kN/m

e | |

_ ) 00255 = 00255 |

Figura 5 — Representacéo do Shear Figura 6 — Carregamento atuante no piso
Building superior
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A partir dos dados da Figura 5, podem-se construir as matrizes de massa e rigidez do
sistema. As autofrequencias se determinam do problema de autovalores, correspondendo-lhes
o0s periodos 0.439, 0.205 e 0.138 s, e a matriz de amortecimento foi calculada na comunicacao
acima referida. Ignorando as unidades fisicas, tem-se

180 0 0 1 -1 0
m=|0 270 0 k=105-103|-1 3 =2 (42)

0 0 360 0 -2 5
c=1,088m + 0,00167 k (43)

A Figura 7 representa o deslocamento dos trés pisos, determinado pelo método da
aceleracdo média constante para 200 ciclos com At = 0,005s. A solu¢do calculada com o
método da aceleracdo linear é praticamente coincidente com esta, motivo pelo qual ndo é
apresentada. De modo a descrever adequadamente a curta acdo, utilizou-se para ambos os
métodos um valor muito pequeno para o intervalo At. Este valor é muito menor que o que
seria necessario se apenas se pretendesse garantir a estabilidade numérica do método da
aceleracdo linear.

[uR ey o

0001 -

—0 .01 -

—i . 0 |-

Figura 7 — Solucdo para o método da aceleracdo média
constante.

5 CONCLUSAO

Este artigo apresenta de forma didatica a formulacdo dos procedimentos passo-a-passo que
sdo originados de equacdes integrais, quais sejam, o procedimento de Euler-Gaus e 0s
métodos de Newmark-Beta. Apresenta-se a formulacdo para sistemas de um grau de liberdade
e sistemas de maltiplos graus de liberdade. Inicialmente é mostrada a formulagdo implicita,
incremental e posteriormente a conversdo do procedimento para a forma explicita. A
formulacdo incremental é de vital importancia para a anélise ndo linear, visto que aceita
mudancas nas propriedades fisicas do sistema estrutural no incremento de tempo. Junto aos
alunos de graduacdo de engenharia mecénica e , em especial, os alunos de engenharia civil,
este artigo serve no aprendizado de solucdo de problemas de vibragdes no ambito dos
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sistemas estruturais que se comportam ndo linearmente. A abordagem didatica é finalizada
com um exemplo numérico, bem representativo da realidade, visto que a carga transiente dada
pode representar uma rajada de vento.
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DIDACTIC APPROACH TO STEP-BY-STEP PROCEDURES IN
DYNAMIC ANALYSIS OF STRUCTURES

Abstract: There are several procedures for solving the equation of motion in structural
systems. A first option would be to perform the analysis in the time domain or in the frequency
domain. A second option would be to decide whether or not use superposition methods.
However, the procedures that apply superposition are not suited for problems with nonlinear
behavior. In this case, it is more appropriate to use step-by-step procedures in which the
loading and the response history are divided into a sequence of time intervals (steps), where
the response during each step is calculated from the initial conditions at the beginning of the
step and from the history of loading during the step. Thus the response for each step is an
independent analysis problem, and there is no need to combine responses using
superposition. This paper presents a didactic approach to the step-by-step methods,
describing the procedures that make use of integral equations, specifically the Euler-Gauss
procedures and the Newmark-beta methods, because they are powerful and effective. These
methods can be applied to single degree of freedom systems as well as to multiple degree of
freedom systems. At the end, a numerical example is presented.

Key-words: Structural vibration, Step-by-step methods, Engineering education



