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Resumo: Mecanismos fazem parte da humanidade, quer seja no transporte de carga, na
execugdo de trajetorias para elementos de maquinas ou robos. Oriundos da combinagdo de
partes rigidas de forma a executar uma func¢do, movimento ou transmissdo de for¢a de
maneira predeterminada, a cinemadtica e a dindmica geralmente sdo estudadas por meio de
dlgebra linear ou do cdlculo vetorial. Os mecanismos de “quatro barras” normalmente estdo
acopladas a mancais, que sdo componentes mecdnicos que suportam cargas de dispositivos
rotativos. Os mancais flexiveis sdo expressos através de sua “rigidez eldstica”. Este trabalho
tem o objetivo de demonstrar ao aluno de engenharia as possibilidades de estudar os efeitos
da vibra¢do mecdnica no mancal flexivel devido as cargas dinamicas exercidas por um
mecanismo de quatro barras utilizando sistemas computacionais atuais disponiveis. Para a
resolu¢do da cinematica e da dinamica do mecanismo foi criado um programa utilizando-se
o software MatLab®. Um modelo computacional foi criado no Simulink™, ambiente de
simulagdo do MatLab®™. Desta forma podem-se obter dados da deflexdo do mancal flexivel em
fungdo do tempo. O tempo, por sua vez, é associado ao dngulo de deslocamento da barra de
entrada, o qual varia de 0° a 360°, quando for o caso. O resultado da simula¢do permitiu
observar que hda um pico de deflexdo muito claro, o qual deve ser levado em consideragdo
pelo projetista ao determinar o mancal correto para suportar a carga exercida pelo
mecanismo analisado.

Palavras-chave: Simulagdo de Mecanismo Quatro Barras, Mancal Flexivel, Vibragdo
Mecdnica, MatLab-Simulink®, Deflexdo.
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1. INTRODUCAO

No cenario atual, elementos de maquinas, dispositivos e outros aplicativos sao estudados
através de modelos computacionais, gerando analises confidveis e relativamente baratas, pois
nao se tem a necessidade fisica do dispositivo a ser pesquisado € nem o mesmo que venha a
ser danificado em ensaios destrutivos, por exemplo.

Mancais flexiveis, termo que engloba toda a categoria, pois todos podem ser expressos
por meio de sua rigidez eléstica, sdo estudados a partir de andlise de “carga estatica”,
“lubrificacao” e “vida util”. Neste trabalho foi desenvolvida a analise do comportamento
dindmico de um mecanismo do tipo “quatro barras” acoplado a um mancal flexivel.

2. METODOLOGIA

A analise cinematica pode ser feita adotando-se o método de solugdo analitica proposto
por Norton (2010). A Figura 1 representa esquematicamente um mecanismo de quatro barras
acoplado a mancais rotativos.
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Figura 1 — Esquema de um mecanismo quatro barras (Adaptada de NORTON, 2010).

Conforme a dire¢do e sentido dos vetores posicdo dos elos do mecanismo ilustrado na
Figura 1, pode-se escrever a Equacao vetorial (1):

R,+R,-R,—R,=0 (1)

Adotando-se o comprimento escalar dos elos do mecanismo como sendo a, b, ¢, ¢ d,

(1345

chamando-se de unidade imaginaria “j” e reescrevendo-se a Equacao (1) na forma complexa,
de acordo com Norton (2010) obtém-se a Equacao (2):

ae’” +be’’ —ce’ —de’" =0 ()
A notagdo complexa permite a utilizagao da Identidade de Euler, conforme Equacao (3).

e = cosO + jsenl 3)
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Para simplificar a expressdo resultante, sdo definidas as constantes K, K, K3, K4 ¢ K5 em
funcdo do comprimento constante dos elos do mecanismo, conforme as Equacdes (4) a (8),
conforme Norton (2010):

d
K, =— “4)
a
d
Kz = )
c
a’—b*+c*+d?
K3 = > (6)
ac
d
K4 :E (7)
ct—d*—a*-b*
Ks = (8)

2ac

Substituindo-se a identidade cos(@,-64)=cosO,cosO,+senb:senl,, chega-se a Equacdo de
Freudenstein, obtendo-se as solugdes para 6; ¢ 8, (NORTON, 2010).

Os termos em fun¢do das constantes €, (dados de entrada) e K;, K>, K3, K4 . K5, sdo
agrupados, resultando as constantes 4, B, C, D, E e F. Com o objetivo de simplificar o
resultado final, pode-se resultar nas Equag¢des (9) a (14), de acordo com Norton (2010):

A=cos0,—K,—K,cos0,+K, )
B=-2sen, (10)
C=K,-(K,+1)cos, +K, (11)
D=cos0,-K,—K, cos0,+K; (12)
F=K,+(K,-1)cos0, +K; (13)
E=-25senb, (14)

Desta forma, podem-se obter os resultados para 63 e 04 de acordo com as Equacgdes (15) e

(16):

0. = 2tan’ (‘Ei E*—4DF J (15)
- v

2D

(16)

0 — 2 (—Bi«/BZ—4AC}
=
24

As Equagdes (15) e (16) tem duas solugdes possiveis, como qualquer equagdo quadratica.
Se o discriminante dentro do radical for negativo, o resultado ¢ um conjugado complexo, o
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que significa que o comprimento escolhido para os elos do mecanismo ndo permite conectar o
aparato para o angulo 6, dado. Isso também pode ocorrer caso o mecanismo seja impossivel
de ser montado em qualquer posi¢do, por ndo seguir a condi¢do de Grashof ou uma condi¢ao
geométrica construtiva.

De acordo com a Figura 1, hd duas configuragdes possiveis para o mecanismo de quatro
barras, “aberta” ou “cruzada”. Se o sinal antes do radical for negativo, caracteriza-se o
mecanismo aberto, caso o sinal antes do radical seja positivo, o mesmo sera cruzado
(NORTON, 2010).

A velocidade angular de entrada do elo 2, w,, ¢ dada ou pode ser obtida conhecendo-se o
torque do motor. Derivando-se a Equag¢do (2) no tempo, determinam-se as velocidades
angulares m3; € w4 dos elos 3 e 4, dadas pelas Equagoes (17) e (18):

_aw,sen(0,-0,)

= 17
= hsen(9,-0,) an

w4:aco2sen(02—93) (18)
csen(0,-0,)
De forma andloga, derivando-se mais uma vez no tempo e conhecendo-se a aceleracio
angular de entrada do elo 2, a,, obtém-se as aceleragdes angulares a3 e o4 dos elos 3 ¢ 4,
pelas Equacdes (19) e (20):

CD - AF
a;=—— (19)
AE - BD
o, = CEZBE (20)
AE - BD
Onde a variaveis 4, B, C, D, E e F sdo dadas pelas Equagdes (21) a (26):
A=csen0, (21)
B=bsen0, (22)
D =ccos0, (23)
C=aa,send, +aw,’ cos 0, +bw,’cosb, —cw, cosb, (24)
E=bcos0, (25)
F=aa,cos, —aw,’ send, —bw, senb, + cw,’send, (26)

3. DESENVOLVIMENTO

Existem varios métodos para se fazer uma andlise dindmica. O uso das Leis de Newton
ird fornecer mais informagdes sobre as forcas internas do mecanismo. Elas podem ser escritas
como um somatdrio de todas as forcas e torques do sistema, mostradas pelas Equagdes (27),
(28) e (29) que representam as equagdes de movimento de Newton .

2F =ma, 27)
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2F, =ma, (28)
2T=1.,0 (29)

Nos calculos dinamicos consideram-se os coeficientes inerciais de translagdo nas diregoes
xe ¥ de acordo com as Equagdes (27) ¢ (28), e a dindmica da rotagdo em torno do centro de
massa para a componente em z da Equagdo (29) nos elos 2, 3 ¢ 4 do mecanismo (ROCHA et
al., 2011). Utilizando-se as equacdes para cada um dos corpos em movimento (elos) do
mecanismo, obtém-se um sistema de equagdes lineares simultaneas, que pode,
convenientemente, ser resolvido por um método matricial (NORTON, 2010). A localizagao
dos centros de massa, os carregamentos no mecanismo ¢ os demais dados pertinentes a
analise dinamica do mecanismo proposto sdo representados esquematicamente na Figura 2:
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Figura 2 — Localizacao dos centros de massa e carregamentos no mecanismo de 4 barras
(REZENDE et al., 2010).

A Figura 3, ilustra o esquema de forcas de reacdo nas juntas fixas O, e O4 e nas juntas
moveis A e B e também o torque T, de acionamento sobre o elo 2 do mecanismo.

Os vetores Remz, Rems € Remg referem-se as distancias do centro de massa dos elos com
relagdo as suas respectivas juntas. Cada uma das forgas terd a posi¢ao do ponto de aplicagao
referenciada com relagdo ao sistema ndo girante com origem definida no centro de massa de
cada elo.

As equagdes da dinamica do movimento sdo utilizadas considerando-se carregamentos
tais como um torque resistente T4, atuando no elo 4, e uma forga Fp aplicada no ponto P
situado no elo 3.

O diagrama de corpo livre (DCL) de cada elo do mecanismo, ilustrando as forcas atuantes
nos pontos A, B, P, O, e O4 ¢ ilustrado na Figura 3.

A agdo do elo sobre o elo *“” € representada pela notagdo “F;”. Aplica-se também a
mesma notagdo para 1nd1car a pos1gao do ponto de aplicagdo “Rj;”. As aceleragdes absolutas
dos centros de massa dos elos 2, 3 e 4 sdo indicadas por a,, a3 e as, respectivamente.

LG 2
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Desenvolvendo-se as Equagdes (27), (28) e (29) e as escrevendo para cada elo em
movimento e rearranjando-se os termos numa equacao matricial linear do tipo AX=B, em que
a matriz A [9x9] é formada pelos coeficientes das incognitas. A matriz X [9x1] representa as
incognitas e a matriz B [9x1] é formada pelas componentes X e § das for¢cas ¢ momentos
inerciais, componentes da for¢a de carregamento Fp, as componentes z dos momentos
inerciais e o torque resistivo T4, pelos quais se obtém um sistema de resolug¢ao simultanea.

Figura 3 — Diagrama de corpo livre de cada elo do mecanismo de 4 barras (REZENDE et
al., 2010).
Os subscritos “” e ““;”” representam as componentes nas diregdes X e § para as posigdes
“Rj;” dos pontos de aplicagdo das forgas “F;;”.
As variaveis “m;” e “Iom;” representam a massa € o momento de inércia com relagdo ao
centro de massa de cada elo. A Figura 4 ilustra o conjunto de equa¢des matriciais para a
resolucao desse sistema:

! 0 1 0 0 0 0 0 0] [F, m,a,,
0 1 0 1 0 0 0 0 0 Fa, m,a,
-Ry, Ry =Ry Ry, 0 0 0 0 1 Fo, Lown @,
0 0 -1 0 1 0 0 0 0 F, m,a, —F,
0 0 0 -1 0 1 0 0 O0fxqF, r= mya; —F,
0 0 Ry Ry —Ruy Ry 0 0 0 Fyy Loys 05 = Ry Fpy + Ry
0 0 0 0 -1 0 1 0 0 F... m,a,,
0 0 0 0 0 -1 0 1 0 F., m,a,,
L 0 0 0 0 R34y -Ry - Rl4y R, 0_ T, Loty =T,

Figura 4 — Equacao matricial AX=B (Adaptada de REZENDE et al., 2010).
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Para auxiliar nos calculos e facilitar a determinac¢do das componentes Rij ou y), Rezende
et. al. (2010) elaboraram um diagrama dos vetores posi¢do dos elos do mecanismo de quatro
barras, expresso na Figura 5:

y A
A
Rs;
CM: ¢ >
1 X
-Riz
0, O A

Figura 5 — Diagrama dos vetores posicao dos elos 2, 3 e 4 (Adaptada de REZENDE et al.,
2010).

Da Figura 5, através de analise trigonométrica, obtém- se as Equagdes (30) a (41):

R, =—R.,cos(0,+p,) (30)

R, =—Rey, sen(0,+ f,) (31)

R;, =R,cos(0,)- R, cos(0,+p,) (32)
R;, =R, sen (0,)—R.,,sen(0,+p,) (33)
R, =—Rq;c08(0,+p;) (34)

R,;. =R;cos(0;)—R,;cos(0;+ ;) (35)
Ry =—Reys sen(0; + ;) (36)

R, =R, sen (0;)—Ry; sen(0;+ ;) (37)
Ry =—Reyycos (0, - B, ) (38)

R, =—Rey, sen(@,—B,) (39)

R, =R,cos(0,)—R,, cos(0,-B,) (40)
Ry, =R, sen(0,)— Ry, sen(0,-p,) (41)

As variaveis B, B3 e B4 representam os angulos entre os vetores posi¢ao dos centros de
massa CM,, CM3 e CM4 e os seguimentos O2A, ABe O4B.
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De modo analogo, ao se utilizar a Figura 5 e considerando-se Bp 0 angulo, formado pelo
vetor posi¢ao do ponto P em relacdo a diregdo paralela do segmento BA passando pelo centro
de massa CM3, e sendo o angulo Brp, formado pela direcdo da forca Fp e a dire¢do do eixo
X que passa pelo ponto P, definem-se as Equagdes (42) a (45), as quais representam as
componentes dos vetores posicdo do ponto P e da for¢a Fp, considerando-se o sistema de
coordenadas xy estabelecido.

R, =R, cos(0,+p,) (42)
R, =R, sen(0;+f,) (43)
Epe = Fpcos(Brp) (44)
Fy, = F,sen(fpp) (45)

As aceleragdes absolutas nos centros de massa dos elos do mecanismo nas diregdes X e §
sdo determinadas pelas Equacdes (46) a (51):

Aepe = — Rey @3 cos (0, + B, ) — Ry, 0, sen (0, + ) (46)
Aepzy =— Reg, a)j sen(0,+p,)+ Ry, a,cos(0,+ ) 47)
Apyps, = +a@; cosO, —aa, send, — R, @; cos (0, + B, ) — Ry; a; sen(@, + B,)  (48)
Acypz, =—a a)j sen@, +aa,cos0,-R.,; a)f sen(0;+ f; )+ R, 05 cos (0, + ;) (49)
Aeppse = —Rey;c08(0, — B, ) — Ry 0,5en®, — B, ) (50)
Aepiy =Ry w, sen(®,—B,)+ R, a,cos@,—p,) (51)
A andlise dinamica e vibratéria do mancal flexivel pode ser observada com o auxilio da
Figura 6, em que se tem o modelo dinamico do mancal flexivel. O mancal foi substituido por

uma viga em balanco de comprimento L, com o moédulo de elasticidade E com o momento de
inércia da area da secdo transversal I, com carregamento na extremidade livre F.

_F’O

I_ ]

/ h

W |

Figura 6 — Modelo dindmico do mancal flexivel.

A variavel F representa a acdo do mecanismo sobre o mancal, Fj»y, calculada,
considerando a condi¢do dindmica do mecanismo, por meio da equacao matricial AX=B,
representada na Figura 4.
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Do modelo apresentado na Figura 6, chega-se ao sistema equivalente ilustrado na Figura
7. K refere-se a rigidez elastica, ¢ representa a constante de amortecimento viscoso, m refere-
se a massa equivalente. No modelo dindmico foi considerado que todo o carregamento esta
concentrado na extremidade da viga.

m —>

¢ FIFITTITTT

Figura 7 — Modelo dindmico do mancal flexivel.

A Equacdo (52) refere-se a equacgao diferencial resultante do sistema vibratorio referente

a Figura 7.
N R P S T O O

O Moddulo de Elasticidade do material da viga sera considerado como sendo a do ago
utilizado em rolamentos de mancais, E = 208 GPa. Supondo-se o mancal como sendo uma
barra retangular engastada de massa m = 0,5 Kg e de dimensdes L = 0,180 m, a=0,020 m e
b= 0,050 m, chega-se a k = 3,6 x 10° N/m. Adotando-se um fator de amortecimento no valor
de { = 0,001, determina-se a constante de amortecimento ¢ = 4,8 Kg/s. A massa m do sistema
vibratorio serd dada pela soma da massa efetiva da viga na sua extremidade, 23% da massa da
viga conforme Hartog (1985), com a massa do motor modelo Weg TCW20 1,5 Kg, de
acordo com os dados do fabricante, resultando em m = 1,616 Kg.

Com os dados mencionados e com a Equagdo (52), foi possivel desenvolver o modelo do
sistema no Simulink®. A Figura 8 ilustra o esquema do modelo utilizado no Simulink®.

ina L|1_| L'l_|
[ ] gEly -

From Integrator1 Integrator Scope
Workspace

\ 4

(-1/1.615)"4.80

(-1/1.615)*3.6*10"6

Gain

Figura 8 — Esquema do modelo utilizado no Simulink®.

4. RESULTADOS

Um programa foi idealizado e utilizado no MatLab® para a solu¢do da equagdo matricial
AX=B representada na Figura 4 o que permitiu determinar os valores das componentes x € y
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das reacdes dindmicas representadas pelas varidveis Fiay, Fioy, Fiax € Fiay, nos mancais 2 e 4
(posicdes O, e O4), respectivamente.

Os dados do mecanismo que foram utilizados para a simulagdo referem-se ao exemplo
11-3 das paginas 578 a 581 do livro de Norton (2010): R;=482,6 mm, R,=127 mm, R;=381
mm, R4=254 mm, Reyp=76,2 mm @ 30°, Rems=228,6 mm @ 45°, Rems=127 mm @ 0°,
ponto P a 76,2 mm @ 100° do centro de gravidade do elo 3, m,=0,680 kg, m3;=3,493 kg,
my=2,631 kg, Ilem2=0,006 kg.mz, Iemz=0,011 kg.mz, Iema=0,090 kg.mz, uma forca externa
Fp=355,84 N @ 330° do sistema de coordenadas, aplicada no ponto P, um torque externo no
elo 4, T4=13,558 N.m, 0,=60°, 0,=25 rad/s, o,=—40 rad/s’.

A Figura 9 ilustra os resultados das reagdes dinamicas nos mancais € nas juntas em
funcdo do angulo de posicdo 0, da barra de entrada. As reacdes dindmicas nos mancais O e
O, obtidas pela simulagdo estdo ilustradas nas Figuras 9a) e 9b). As Figuras 9c¢) e 9d) ilustram
as reacdes dinamicas nas juntas A e B.

F12x e F12y versus angulo de entrada F14x e F14y versus angulo de entrada
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Figura 9 — Reacdes dindmicas nos mancais O, e O4 em fun¢ao do angulo de entrada 6,. Figura
9a): Reagdes no mancal O,; Figura 9b): Reacdes no mancal Og4; Figura 9¢): Reagdes na junta
A; Figura 9d): Reacdes na junta B.

Para se obter os resultados da analise dindmica do mancal flexivel O,, utilizando-se a
equagao diferencial resultante do sistema vibratério representada pela Equacao (52), o modelo
foi desenvolvido no MatLab-Simulink®, a partir do esquema da Figura 8, o que permitiu
obter a deflexdo do mancal em fungdao do tempo. Os valores sdo ilustrados na Figura 10,
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correspondentes a apenas um ciclo do mecanismo, isto ¢, 0, variando de 0° a 360°. O tempo
indicado na Figura 10 esta sincronizado com o angulo da barra de entrada 6,, de tal forma que
15 s equivalem ao tempo que o angulo de posicao da barra de entrada 0, refere-se a 360°. A
deflexdo causada pelo efeito da vibragao mecanica no mancal ¢ ilustrada na Figura 10.

x 107 Deflexdo do Mancal em Fungdo do Tempo

'
-

Deflexao (10'4 mm)
P

0 5 10 15
Tempo (segundos)

Figura 10 — Gréafico da deflexdo do mancal na junta O, em fun¢do do tempo.

Considerando-se os conceitos apresentados na metodologia deste trabalho e as
respectivas deducdes e adaptagdes desenvolvidas, as quais foram utilizadas para a execucao
da analise cinematica e dinamica, ao se observar a Figura 10, pode-se ver que hd um pico
claro de deflexdo do mancal flexivel. O resultado da deflexdo do mancal torna-se um dado
muito importante a ser levado em consideragdo no projeto deste tipo de sistema mecanico.

5. CONCLUSOES

Os resultados deste trabalho demonstraram que € possivel o emprego de um programa de
facil utilizagdo e acessibilidade para trabalhar com o ensino de engenharia e isto foi adequado
em relacdo ao estudo de cinematica e dindmica em sistemas mecanicos. A aplicacao das
teorias basicas da cinematica e da dindmica permitiu a realizacdo das analises das reacdes nos
mancais e nas juntas do mecanismo e também se obteve resultados muito precisos.

Ao se observar o grafico ilustrado na Figura 10 referente aos resultados da simulagdo
correspondentes as deflexdes do mancal na junta O, em fungdo do tempo, nota-se que a
variagdo da deflexdo causada pelo efeito da vibracdo mecanica no mancal devido aos esforgos
gera um pico de deflexdo muito claro e acentuado. Este fato deve ser levado em consideragao
pelo projetista ao determinar o mancal correto para suportar a carga dindmica exercida pelo
mecanismo de quatro barras analisado.

Também, pode-se concluir que no ensino de engenharia apesar de se terem temas
relativamente complexos, ao se utilizar conceitos basicos e ferramentas computacionais
podem-se desenvolver as atividades dos alunos com muito interesse e dedicagao.
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DYNAMIC ANALYSIS TEACHING OF ACOPLATED FLEXIBLE
BEARING ON LINKAGES USING MATLAB-SIMULINK®

Abstract: Mechanisms are part of mankind whether for load transportation, tracing point for
machine elements or for robots systems. They are a rigid parts combination in order to
perform a function, movement or predetermined way of load transmission. The kinematics
and dynamics are studied through linear algebra or vector calculations. The four bar
linkages normally working with bearings, which are mechanics components that support
rotating movements. The flexible bearings are expressed through their "elastic stiffness"”
condition. This paper has the objective to demonstrate to the engineering student the
possibilities of analysis of the mechanical vibration in flexible bearings effects of due to
dynamic loads applied by a four bar linkage using the current computational systems
available. For the mechanism kinematics and dynamics resolution, a program was created
using the software MatLab®. A computational model was created using the Simulink®, which
is the simulation environment of Matlab®. Thus, the flexible bearing’s deflection was
obtained in function of the time. The time depends of the input link (input bar) angular
position from 0° to 360°. The simulation results provided information to observe that there is
a maximum deflection point clearing detected, that should be taken in consideration by the
designer to determine the correct bearing to support the load exerted by the analyzed four bar
linkage.

Key-words: four bars linkage simulation, flexible bearings, mechanical vibration, MatLab-
Simulink®, deflection.



