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Resumo: O estudo interdisciplinar é uma ferramenta que vem sendo utilizada em varias
universidades e instituicdes de pesquisa, onde varias disciplinas que comutam conceitos
tedricos sdo agrupadas em areas antes ndo existentes. Assim devemos demonstrar nao
somente que este tipo de estudo é importante, mas desenvolvermos metodologias para que
realmente possamos trabalhar a integrac@o de conceitos. Nessa tematica vamos propor uma
metodologia diferenciada para ensino de EquagOes Diferenciais, onde utilizamos conceitos
de laboratorio experimental em comunhdo com os conceitos de Fisica e Matematica
objetivando de ir ao encontro das propostas de Piaget em relagdo as fases do
desenvolvimento cognitivo do ser humano. Uma vez que os alunos (publico alvo deste estudo)
se encontram no estagio formal operacional conseguem ir além das experiéncias concretas
comecando a pensar abstratamente, com razdo légica e tirar conclusbes a partir das
informacdes disponiveis, bem como aplicar todos estes processos para situacdes hipotéticas.
Assim, propomos o desenvolvimento de estudos em laboratorios, com a modelagem do
sistema e posteriormente desenvolver a matematica adequada para que, apos isto, realmente
aconteca a aprendizagem significativa como defende Ausubel.

Palavras-Chave: Ensino de Fisica — Equacdes Diferenciais - Péndulo
1 INTRODUCAO

As disciplinas de Fisica envolvendo mecénica classica estdo distribuidas em varios
cursos, assim como as disciplinas de Calculo e outras relacionadas aos laboratérios
experimentais. Podemos citar aqui cursos como Fisica, Engenharia, Matematica, Quimica e
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outros onde, muitas vezes, a conexdo entre esses conteudos (para os alunos) nao séo claras,
sendo um desafio para o professor a conexdo entre os contetdos de Célculo e Fisica e também
0 dominio do fenémeno fisico no laboratério experimental. O conteudo de EquacOes
Diferenciais € ministrado nas disciplinas de Calculo em geral sem uma conexdo com as
disciplinas de Fisica e muito longe do laboratorio experimental. Como a maioria dos alunos
estd no periodo formal operacional, que € o quarto e final dos periodos de desenvolvimento
cognitivo no modelo piagetiano (PIAGET, 1982, LIMA 1980), esta etapa, que segue o0 Betéo,
fase Operacional, comeca a cerca de 11/15 anos de idade (puberdade) e continua na vida
adulta. Neste estagio, o individuo vai além das experiéncias concretas e comeca a pensar
abstratamente, com raz&o ldgica e tira conclusdes a partir das informacdes disponiveis, bem
como aplica todos estes processos para situacoes hipotéticas. Em resumo, existe qualidade do
pensamento do adolescente no nivel operacional formal, ficando evidente que possui
condicdes de modelar e resolver problemas. A qualidade da l6gica do pensamento das
criangas é mais susceptivel em resolver os problemas por um processo de tentativa e erro, ja
os adolescentes comecam a pensar mais como um cientista, concebendo planos para resolver
os problemas e sistematicamente solucBes. Eles usam raciocinio hipotético-dedutivo, o que
significa que desenvolvem melhor hipdteses ou suposicdes e a sistematica de deduzir ou
concluir, que acreditamos ser o melhor caminho a seguir na resolucdo do problema. Nesse
trabalho demonstramos como é possivel utilizar a interdisciplinaridade entre Fisica Classica, a
Matematica e o laboratorio experimental, ja que os alunos nos cursos de Engenharia estdo na
fase operacional podendo assim utilizar demonstracdes, conclusbes e também a realizarem a
conexdo entre o experimento e a pratica, bem como construir modelos matematicos e
generalizar para outros problemas.

Este trabalho foi desenvolvido no laboratério de Fisica da Universidade Regional
Integrada do Alto Uruguai e Das Missdes, Campus de Santo Angelo, onde realizamos o
desenvolvimento experimental e as demais partes do trabalho.

Apresentamos inicialmente na proxima secao alguns tépicos de Equacbes Diferenciais,
redigindo um pequeno histdrico. Apos sugerimos uma aplicagdo em oscilages, onde obtemos
as equacdes de forma analitica. Logo apds expomos uma conexdo com a parte experimental,
aplicando as equacbes ao modelo mais popular de oscilacdo, ou seja, 0 péndulo simples,
mostrando assim uma metodologia para a obtencdo de dados experimentais junto com
demonstracfes matematicas, sempre pensando em facilitar a aprendizagem significativa
(ANDRES, 2003b, ANDRES, 2008, AUSUBEL, 1978) dos conceitos utilizados.

2 RESULTADOS E DISCUSSOES

As Equacdes Diferenciais abrangem o campo da Matematica Pura e Aplicada e sua
utilizacdo € de suma importancia na Fisica, Engenharia, Quimica e outras carreiras
académicas. Na Engenharia existem trabalhos usando ilustragbes visuais e softwares
(FIOLHAIS, 2003, GUERRINI, 2002, JAVARONI, 2009), uma metodologia bastante
diferente da proposta neste trabalho.

Em uma Equacdo Diferencial temos uma incognita em funcao das respectivas derivadas,
sendo usada muito frequentemente para descrever processos nos quais a mudanca de uma
medida ou dimensdo é causada pelo proprio processo. Historicamente as primeiras Equagdes
Diferenciais foram as relativas a aceleracdo, que Galileo Galilei p6de medir ainda que com
métodos geométricos. Isaac Newton introduziu o Caélculo Diferencial e as Equagdes
Diferenciais como as conhecemos hoje e um exemplo basico é a segunda lei de Newton da
Mecénica Classica, que popularmente consiste na afirmacdo de que para uma particula de
massa m (movendo-se em, digamos, uma dimensdo, do ponto de vista de um referencial
inercial), o produto de sua massa por sua aceleracdo € igual a forga que age sobre ela.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Galileo_Galilei
http://pt.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
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A natureza, de um modo geral, apresenta algumas leis que se expressam
matematicamente em termos de Equacbes Diferenciais (parciais), tais como as leis do
Eletromagnetismo (equacdes de Maxwell), da Mecanica dos Fluidos (equacGes de Euler e de
Navier-Stokes), da Mecanica Quantica (equagdes de Schrodinger, de Klein-Gordon e de
Dirac), da Teoria da Relatividade Geral (equacdo de Einstein), etc.

Os cursos de Fisica e de Engenharia fazem uso intensivo do Célculo visto que essa
disciplina esta presente na grade curricular na maioria dos cursos do pais. Mas, mesmo assim,
existe uma deficiéncia na conecgdo de seus conceitos, apesar destas disciplinas e suas
aplicagdes na Engenharia estarem intimamente ligadas, principalmente os conceitos da
Mecénica Classica.

A massa de um objeto de densidade conhecida, 0 momento de inércia dos objetos, assim
como, a energia total de um objeto, dentro de um sistema fechado, podem ser encontrados
usando o Célculo (LEITHOLD, 1986, HALLIDAY, 1996). Um exemplo mais historico do
uso do Calculo na Fisica e na Engenharia é a segunda lei de Newton que usa a expressao "taxa
de variacdo" que se refere a derivada: A taxa de variacdo do momento de um corpo € igual a
forca resultante que age sobre o corpo e na mesma direcdo. Até a expressdo comum da
segunda lei de Newton como Forca = Massa x Aceleracdo envolve o Célculo Diferencial
porque a aceleracdo pode ser expressada como a derivada da velocidade (NEWTON, 1934).

Na literatura encontramos alguns trabalhos que usam o modelo G. Vergnaud (Modelo
MATLaF) (VERGNAUD, 1990) para investigar trabalhos associados a laboratério e mapas
conceituais (VERGNAUD, 1990). Também existem estudos da aplicacdo da informatica no
estudo de oscilacdes entretanto, limitado segundo alguns autores (SANTOS, 2002). Na
disciplina de Calculo, o fendmeno oscilagbes  geralmente ndo estd conectado com o
laboratério e com a Matematica utilizada, desta forma impdem sérios problemas na
aprendizagem significativa. Assim se propde um estudo utilizando trés momentos distintos: A
modelagem do sistema a ser estudado(diagrama de forgas), segundo momento a resolucéo do
sistema de equacbes, e no terceiro momento aplicacdo pratica, ou seja, construcdo
experimental. Este estudo sera realizado num fenémeno de oscilacdo muito conhecido o
péndulo simples com e sem amortecimento.

Quando a forca é exatamente conhecida, uma lei de conservacdo pode prestar grande
ajuda na solucdo de equagbes de movimento de uma particula. Muitos fisicos usam uma
rotina para a solucdo de problemas desconhecidos: em primeiro lugar, usa- se todas as leis de
conservacao relevantes uma por uma; somente apoés isto, se ainda houver elemento restante no
problema, se comeca com o trabalho de solucdo das Equacdes Diferenciais.

Para a aplicacdo da metodologia proposta iniciamos pela construcdo tedrica e o
entendimento do fenémeno a ser estudado ou seja, a aplicacdo das leis de conservacao Fisicas
e a construcdo visual do fendémeno.

3 MOVIMENTO DE OSCILACAO DOS PENDULOS

Para a aplicacdo da metodologia proposta inicia-se pela construcdo teérica e o
entendimento do fendbmeno a ser estudado, ou seja, a aplicacdo das leis de conservacdo
Fisicas e a construcao visual do fendbmeno.

A oscilacdo de um péndulo ndo é indefinida, pois sofre acdes externas, como o atrito,
que causam uma perda gradativa de energia mecanica, pois encontramos uma forgca ou mais
contréarias ao movimento. Pode-se entdo inicialmente analisar o caso mais simples, 0 caso sem
atrito. Para realizar este experimento se propde para o aluno um péndulo onde o fio de
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comprimento L, seja fino o suficiente para que o atrito seja reduzido ao maximo, aconselha-se
linha de costura com 0.25mm de espessura. Como massa oscilante usamos uma esfera com
uma superficie extremamente lisa para diminuir ao maximo também a forca de atrito do ar,
sugestdo uma esfera de ago (esquema mostrado na figura 1). Este esquema faz parte da
metodologia que deve ser montado pelo aluno apds observar vérias oscilacdes, onde o
proprio aluno deve montar o desenho esquematico da figura 1, afim de visualizar o diagrama
de forcas como na figura 2.

Péndulo simples

T (forga de tragéo do fio)

m (massa da esfera)

p (forga peso da esfera)

py = mgseneo
py = mg cos ©

Figura 1 — Desenho esquematico do péndulo simples

57

Figura 2 — Diagrama de forgas

As equacdes do movimento do oscilador harmdnico simples sem atrito se obtém pela
aplicacéo da segunda lei de Newton ao sistema, a forca Py se anula com a forca T, conforme
digrama de forcas da figura 2 restando somente uma forca restauradora contraria ao
movimento: a P,. Como é um sistema oscilante e considerando que o aluno ja deve ter
conhecimento do mesmo da Mecénica Classica basica, ele sera capaz de aplicar a segunda lei
de Newton e escrever a equagao do movimento Y F=ma. Assim como a forc¢a restauradora é
dada pela lei de Hook e como se trata de um sistema sem atrito, a forca restauradora pode ser
escrita como ma=-kx, que devemos escrever em forma de equacdo diferencial e resolvé-la.

3.1 Resolucdo utilizando a Matematica adequada

O segundo passo € a resolucdo utilizando a Matematica adequada, neste caso as
Equacdes Diferenciais podem ser classificadas da seguinte forma: Equac6es Diferenciais
Ordinérias (EDO) - se a funcdo é desconhecida e depende de uma Unica varidvel
independente, neste caso aparecem apenas derivas simples. Equacfes Diferenciais Parciais
(EDP) - se a funcdo desconhecida depende de diversas variaveis independentes (neste caso
aparecem as derivadas parciais). Sistema de Equacdes Diferenciais - se existem duas ou
mais funcbes que devem ser determinadas, sendo necessario um sistema de equagoes.
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3.2 Péndulo sem Atrito

Do diagrama de forga, figura 2, temos que a forca Py se anula com a forga T, assim temos
um sistema onde a forga restauradora é P que é contraria ao movimento e obedece a lei de
Hook F=-kx, assim a segunda lei de Newton pode ser escrita como:

d?x B .
m. ra +kx=0 divide por m (1)
2
0%, K x=0 (1.1) dde%w%:JE.e>w}:£
dt® m m m

Podemos escrever

d?x
F"‘W(Z).X:O (12)
Encontramos o polinbmio caracteristico:
r’ +w? = (1.3) onde:a=1,b=0ec=w}
1 1
_ —b+ (b%-4ac)? _ —b— (b%-4ac)2
r= Tac (14) ry = Tac (15)
2 2% 2 23
_ 0+ [(0})-41w}]2 _ 0-[(02)- 4.1.w}]2
rh = o1 (16) rh= o1 (17)
—4.w2 —4.w?
n=3t— (1.8) rp=—1— (1.9)
o, .
r= 4.l.wy (2) r, = 4.L.wy (21)
2 2

Equacéo Geral:

X({t)= Ce™ +C,e” (2.4)

X(t): Cl e(2.i.W0).t + C , e(—2.i.W0).t (25)

Usando a equacgio e’ = cos $+i.sen 3  (Equagdo de Euler)

x(t) = e {[(C; coswt + C;.i.senwt + C1.0)] + [(C, coswt +C,.i.senwt)]} (2.6)
X(t) = e?{(C; + C,) coswt +[i.(- C; — C,).sen wt]} (2.7)
X(t) = e2{(Cy+ Cy) coswt + [- i (C; + Cy). senwt ]} (2.8)

Sendo: A;=C;+0C» e Ao =-1. (Cl + Cz)
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X(t) = e? (A;cos wt + Azsen wt) (2.9)
Usamos: cos(a - b) =cosa.cosb + sena. senb (Relagcdo Trigonométrica):

Sendo: A,= Acosd eA,=Asend,;

Obtemos: x(t) = e2.[(A cosé . coswt) + (A send. senwt)] (3)
X(t) = e%cos(wt—o) (3.1)

Assim encontra-se a equacdo geral. Na proxima secdo resolvemos o oscilador real,
incluindo o atrito.

3.3 Péndulo Harmonico Amortecido

A oscilacdo de um péndulo ndo é indefinida, pois sofre acbes externas, como 0 atrito,
gue causam uma perda gradativa de energia mecanica. No caso da velocidade de oscilacédo
ndo muito grande, admite-se uma forga amortecedora do tipo F, = - b.v, onde b é a constante

a ser determinada.
Este movimento é dado pela seguinte equacdo: F= - k.x - b.v, onde —k.x é a forca

restauradora do movimento harménico amortecido. O k da equagdo é dado por k= w}.m e

fazendo R 2. B, temos que = 21 Se 0 amortecimento € pequeno a solucdo da
m

equacao dlferenC|aI deste movimento pode ser expressa da seguinte maneira:
x=A,e " cosw.t comw= \/w; — B sendo que para um pequeno amortecimento:
w2-p?>0. F=-kXx-b.v

Usando a 22 Lei de Newton:

2
F=-F,-F, ma=-kx-b.vm 3 X=_kx-p & mdX % b ¥ k=0
dt dt dt? dt
2
Dividindo toda a equacdo pela constante variavel x, temos: d ;( +£. ax + k .Xx=0
dt m dt m
,_ k
Definindo: d0|s,8—— \/7 © W= —
m
d2x
— +w2x=0
i ﬂ dt
Polindmio caracteristico:
f+2 8r+wi=0 (4.1) Onde:a=1,b=2p ec=w
1 1
_ —b+(b*-4.ac)? _ —b-(b*-4.ac)?

: 2a (42) ’ 2a (4.3)
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1

— 2.8+[(20)% —4.1.w2]? — 2.8-[(28)% —4.1.w2]?

(4.4)

1 21 2 21 (4.5)
”:_Zﬁ+W 9 “:_Zﬂ_w @9

(= B+B: - W (5.4) r,= =B —w, (5.5)

EquacdoGeral: Sendo: i=+—-1; wl=w?- g?;
X(t) =C,e™+C,e™ (5.6) e'’=cosg+i.send (Equacdo de Euler)
X(t)= Cle<-ﬁ+m>.t +C, o A-F W)t (5.7)

X(t) zcle«mm v4C, o (A1F B ) (5.8)

x(t) = e P (C el i c eIy (5.9)

X =e " (Cel M+ e (6)

x(ty=e " (C,e"'+C,e™™") (6.1)

Usamos: cos(a-b) =cos a. cos b +sena. sen b ( Relacdo Tirgonométrica)

x(t) = e "' [(C,cos wt+ C,. i.sen wt) + (C, cos wt - C, .i.sen wt)] (6.2)

x(t) =e”'[(C,+C,) coswt + (i.(C,+C,).sen wt)] (6.3)

Sendo: A,=C,+C, eA,=1i.(C,+C,)

x(t) =e "' (A cos wt + A, sen wt) (6.4)

Sendo: A,= Acoso e A,=Asend

X(t) =e "' [(A cos & .cos wt) + (A sen & .sen wt)] (6.5)

Usamos: cos(a-b) = cos a . cos b+ sen a . sen b ( Relacdo Trigonométrica);
X () =e 7" cos(wt-6) (6.6)

Assim, o aluno tera resolvido na pratica as EquacGes Diferenciais em um sistema Fisico
muito préximo ao real. Mas sera que o aluno teve a aprendizagem siginificativa?

Como o aluno tem capacidade de modelar o problema e resolver problemas, temos aqui
um teste sensivel da sua capacidade abstrata, que é fazer o inverso, ou seja, comfirmar o seu
modelo abstrato na pratica realisando o experimento da seguinte forma.
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4 CONCLUSAO

Com esta metodologia ndo s6 estamos mostrando a importancia da interdisciplinaridade
entre Fisica, Matematica e o laboratério de ensino, mas a partir das observacdes extraidas e
dos célculos realizados, constatou-se a possibilidade de termos uma metodologia alternativa a
fim de aplicarmos os conhecimentos adquiridos durante a disciplina de Célculo do curso de
Engenharia. A qual deve proporcionar, além de uma aprendizagem efetiva, um entendimento
Fisico possibilitando um estudo aplicado analitico sobre os sistemas pendulares.

Entretanto, foi possivel analisar algumas situacdes: primeiramente a de um péndulo
simples sem atrito, e a seguir a de um péndulo harménico amortecido, o qual possibilitou
identificar que as oscilagdes tém uma amplitude constante. Porém, sabe-se pela experiéncia
que um péndulo oscila com uma amplitude que gradualmente decresce e eventualmente para.

Concluimos a partir desta afirmacao e dos dados obtidos na experiéncia, que todo corpo o
qual vibra como - uma mola ou um péndulo - ndo possuiu oscilacbes com amplitude
constante, pois sofre a acdo de agentes do meio e a energia que € perdida pela particula que
executa 0 movimento € absorvida pelo meio no qual o movimento se processa. Logo, 0s
conceitos apresentados acima serdo na légica de Piaget possiveis de serem obtidos ja que os
alunos estdo na fase operatéria formal.
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INTERDISCIPLINARY TEACHING METHODOLOGY OF
DIFFERENTIAL EQUATIONS IN ENGINEERING COURSES.

Abstract: The interdisciplinary study is a tool that has been used in several universities and
research institutions where various disciplines who commute theoretical concepts are
grouped into areas previously not existing. So we must show not only that this type of study is
important, but to develop methodologies that can really work the integration of concepts In
this issue we propose a different methodology for the teaching of differential equations where
we use the concepts of experimental laboratory in communion with the concepts of physics
and mathematics to meet the objective of the proposals in relation to Piaget's stages of
cognitive development of humans. Once students (target audience for this study) are in the
formal operational stage can go beyond the concrete experiences beginning to think
abstractly, to reason logically and draw conclusions from available information, and apply
all these processes to hypothetical situations. Therefore, we propose the development of
laboratory studies, with the modeling system and then develop the mathematics properly so
that, after this really happen meaningful learning as advocated by Ausubel.

Keywords: Physics Teaching - Differential Equations - Pendulum
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