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Resumo: Nos cursos de Engenharia as solucoes limite e operacoes limite em geral, sdo
apresentadas sucintamente, deste modo, ndo enfatiza-se o qudo relevante o conceito de limite
e o dominio de suas propriedades mostram-se adequadas para solucionar problemas de
diversas dreas da engenharia. Desta forma, este trabalho tem por intengdo difundir o uso de
solugoes limite e operacoes limite em aplicacoes de problemas emEngenharia. Demonstra-
se neste artigo, a extensdo da aplicabilidade do método, utilizando-se como exemplo
problemas de transferéncia de massa (secagem). Sob esta perspectiva, diversas solugoes
analiticas encontradas na literatura sdo obtidas, utilizando-se exclusivamente de operagoes
limite.

Palavras-chave: Solucoes limite, Operacoes limite, Solucdes analiticas, Secagem, Aplicacoes
em engenharia;

1 INTRODUCAO

As solugdes e operagdes limite, embora sejam apresentadas em cursos introdutérios de
Cdlculo Diferencial e Integral em Engenharia, acabam sendo utilizadas de maneira escassa e
com poucas aplicacdes, geralmente na definicdo de derivadas e integrais. O presente trabalho
visa explorar o conceito de operacdo limite na obtencao de solucdes particulares partindo-se
de uma solucdo geral. Através de técnicas analiticas que serdo detalhadas na seqiiéncia, €
possivel determinar as solucdes limites sem a necessidade de resolver em cada caso um novo
conjunto de equacdes. O estabelecimento dos valores limite dos parametros permite uma
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compreensdo fisica mais ampla da forma pela qual as solugdes particulares sdo obtidas e
possibilita manter uma interrelacio entre a solugdo geral e as solugdes limite.

Neste contexto, pretende-se que as técnicas apresentadas neste trabalho possibilitem
incrementar o uso das operacdes limite e a determinacdo de solugdes limite nos cursos de
Engenharia.

Para explorar estes aspectos, o artigo estd organizado na seguinte forma:

Na secdo 2 apresentam-se as ocorréncias usuais de indeterminagdes que surgem na
aplicacdo de operacdes limite em modelos da FisicaMatematica; em seguida,métodos de
remogao destas indeterminagdes sdo propostos. Na secdo 3 os modelos matemaéticos do estudo
de caso de difusdo de umidade através de uma placa plana. Na secdo 4, aplica-se 0 método
proposto na sec¢do 2 para o caso em estudo (secagem). Finalmente, na secdo 5 relatam-se as
conclusdes obtidas.

2  METODO PARA OBTENCAO DE SOLUCOES LIMITE

O método proposto e osprocedimentos para a obtencdo de solugdes limite sdao
apresentados na sequéncia. O método consiste basicamente em um procedimento de
identificar e levantar as indeterminacdes. Em geral, estas indeterminacdes surgem devido a:

(a) Fungdes presentes nos termos da solucdo e/ou na equagao de raizes;

(b) Termos da solugdo correspondentes a raiz nula;

(c) Termos da solugdo correspondentes a raizes nao nulas;
(d) Termos da equacao de raizes;

(e) Uma combinagdo dos itens anteriores;

Alguns dos procedimentos (ex: regra de L’Hospital) para levantar estas indeterminacdes
sao conhecidos nos cursos de Célculo e outros sdo propostos no presente trabalho. As técnicas
utilizadas sdo respectivamente:

(a) Regra de L’Hospital e/ ou escrever as funcdes em representacdes equivalentes na

forma de séries e/ ou, uma mudancga de varidveis;

(b) Utilizar as condi¢des iniciais do problema removendo-se valores sem significado
fisico;

(c) Reconstrugdo algébrica dos termos em representacdo equivalente com remoc¢ao de
indeterminacdes e/ ou uso da equagao de raizes;

(d) Rearranjo dos parametros na equacao de raizes visando eliminar as indeterminagdes e/
ou reescrever a equagao de raizes em forma equivalente.

(e) Uma combinacdo dos itens anteriores.

3 ESTUDO DE CASO - DIFUSAO DE UMIDADE EM UMA PLACA PLANA

Para ilustrar o uso das técnicas anteriores analisam-se os casos limite que podem ser
obtidos a partir das solu¢des de dois modelos de difusao de umidade em placa plana (ilustrada
na “Figura 1”) com condi¢des de contorno de primeiro e terceiro tipos. As hipéteses e as
equagdes governantes sao descritas a seguir:

(1) As amostras sdo representadas por placas retangulares infinitas;

(2) O conteudo inicial de umidade € uniformemente distribuido nas amostras;
(3) Os efeitos de encolhimento nio sdo considerados;
(4) A secagem ocorre pelas duas faces.

|2
B ABENGE "F% i?g,- Formacao Continuada e Internacionalizacdo

www.cobenge2011.com.br




COBENGE2011

XXXIX Congresso Brasileiro de Educag&o em Engenharia
03 A 06 DE OUT | BLUMENAU | SC

A equacdo governante € conhecida como a segunda lei de Fick (Equagdo 1). A obtencao
de solugdes para esta equacgdo significa obter funcdes que relacionem o teor de umidade em
fun¢do da distancia e do tempo para uma dada temperatura. Estas solu¢des s@o alcangadas a
partir do estabelecimento das condi¢des de contorno e do conhecimento do significado fisico
das condig¢des de contorno impostas (PADILHA, 1997).

Convém salientar que as equagdes (1)-(4) descrevem o modelo I, enquanto que o modelo
IT é composto pelas equagdes (1),(2),(5) e (6).

Equacdo Governante:

oM _ oM
ot  9x2

ey

Onde:

M ¢ o teor de umidade (kg de liquido/kg de sélido seco);

D é o coeficiente de difusdo do liquido aplicado a0 movimento através do sélido (m?/s);
t é o tempo (5);

x € a posicdo a partir do centro da placa (m);

face superior

h,.. \\ /

2L
x=1 —
x=40
x=-L N
L Juceinferior
hmZ
Figura 1 —Placa plana.
Condicao Inicial:
M=My-L<x<L;t=0 (2)
Condi¢des de Contorno:
M=M,;x=-L;t>0 (3)
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M=M;x=L;t>0 “)
M, é o teor de umidade no equilibrio (kg de liquido/kg de sélido seco);

M, € o teor de umidade inicial (periodo no qual a secagem € controlada por difusao)
(kg de liquido/kg de sélido seco);

2L representa a espessura total da placa (m);

O modelo II difere do modelo I por considerar efeitos convectivos na superficie da placa,
neste caso, as “Condicdes de contorno (3) e (4)” sdo substituidas por:

oM
—Da+h1m(M—Me)=0;x=—L;t>0 %)
oM
Da+h2m(M—Me)=0;x=L;t>0 (6)

Onde h,,€ o coeficiente convectivo de transferéncia de massa (m/s);

Definindo-se as seguintes varidveis adimensionais:

rz 2 )
X =00
tD
= — 8
t" =17 @®)
. M@, t) - M, ©)
- My—M,

as “Equacoes (1)-(4)” sdo reescritas na forma:

M'=1,-1<x"<1;t"=0 (1T)
M =0;x*=—1; t*> 0 (12)
M =0, x"=1;t">0 (13)

e as “Equagdes (5) e (6)” para o modelo II assumem a seguinte forma:

*

— o+ BinM' =0; x" = —1;t" >0 (14)
55 T BimM” =0, 2" =1;¢">0 (15)
1|2
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Onde Bi,, é o “Numero de Biot méssico”, definido por:

)
Bi,, = % (16)

Este nimero representa a relag@o entre a resisténcia interna a difusdo de um determinado
soluto no meio em que se intenta estudar o fendmeno de transferéncia de massa e a resisténcia
a conveccdo mdssica associada ao meio externo que envolve o primeiro. O nimero de Biot
madssico definido pela “Equacdo (16)” é vélido na situacdo em que o soluto se encontra
diluido no meio externo; no caso de ele estar concentrado, a relacdo de equilibrio €
considerada em separado (CREMASCO, 2002)

Assume-se também que:

hm = him = hom (17)

A solug@o do modelo I € encontrada, por exemplo, em Crank (1975):

4> (-D)n 2n+1
M*(x*,t*) = — ?fn +)1 exp{—(2n + 1)?m?t*} cos [(2—)7136*] (18)
0

n=

Para o modelo II, a solugdotambém pode ser encontrada em Crank (1975):

 cos(Byx*) ex p(—4B2t"
] (B% + Bi3, + Bi,,) cos B,
n=
Onde “f,,s” sdo as raizes positivas de
ptanf = Bi,, (20)

4 DETERMINACAO DAS SOLUCOES LIMITE

Nesta secdo, aplicando o método proposto na secdo 2, demonstra-se como algumas
solucdes limite dos modelos da se¢do 3 sao obtidos.

4.1 Solucao para o modelo II quando Bi,, — «

Neste caso, a “Equacao de raizes (20)”, assume a forma:
T
tan,[i’=oo=>,6’n=§(2n+1) ;n=0,12.. 20

Nota-se que ao aplicar limg; _. M*(x",t")na “Equagdo (19)”, surgem indeterminagdes
da forma(oo/o0)correspondente a indeterminagdodo item (c) da sec¢do 2 e o procedimento (de
acordo com a secdo 2) para levantar essa indeterminacdo consiste nareconstrucaoalgébrica e o
uso da equagdes de raizes.

Iniciando-se pela reconstrucao algébrica da“Equacao(19)”, tem-se:
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M ) = choswnx)exp( 43t

(22)
b +Blm+ 1)cosﬂn

Observa-se que mesmo apds a reconstrucaoalgébrica, a forma dada pela “Equagao(22)”
ainda mantém umaindeterminagio da forma (oo X 0) no denominador de cada termo da série.
Para levantar esta indeterminacao, utiliza-se a “Equacdo de raizes(20)” na “Equac¢ao anterior”,
obtendo-se:

® * P24
MG ) = ZZ cos(Bpx™) ex p(—4p5t") 03

1(ﬁ" +1+—),6’nsenﬂn

Aplicando-se agora a operagdo limg; ., M™ (x*,t") obtém-se com o uso da “Equagdo
Q1

lim M*(x*,t") = (_ )"
Bim—w - 1 2n + 1
TL

exp{—(2n + 1)?m?t*} cos

l(2712_+1) nx*l (24)

Observa-se que a solucdo limite dada pela “Equagdo (24)” corresponde exatamente a
solucdo do modelo I expressa pela “Equacado (18)”. Este € um resultado fisicamente esperado
uma vez que Bi,, — oo significa que atransferénciapor convec¢ao na superficie da particula é
muito maior do que a difusdo de umidade no seu interior, o que faz com que assuperficies

mantenham-se na umidade de equilibrio,isto é, exatamente nas condi¢des de contorno
descritas do modelo L

4.2 Solucao para o modelo II quando Bi,, —» 0

Nesse caso a equagdo de raizes assume a seguinte forma.

lim =ftanf=0=>L(,=nn;j=0,1.2,.. (25)

Bij—0

Ao aplicar-seBi,, = 0 na “Equagao (19)” todos os termos do somatdrio sao nulos, exceto
o primeiro termo que € indeterminado para " = 0", portanto,
, e n , Bi,
lim M*(x*,t*) = lim —-
Bip—0 (Bo, Bim)—0 '80

(26)

trata-se entdo do caso (b) da secdo 2. O procedimento correspondente para remog¢do dessa
indeterminac¢do (conforme a se¢@o 2)€ o uso da condi¢ao inicial “Equacdo (11):

Bi
lim M*(x*,0) =My, = lim —r (27)
Bip—0 (Bo, Bim)—0 BO
1=
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Assim,

I M*) =1 M~ M. (28)
Blfn‘rgo( )_ _MO_Me

Ou

M =M, (29)

Como era de se esperar, pois fazendo-se Bi,, = 0 nas “Equacdes(14) e (15)”, a derivada

assume valor nulo, conseqiientemente, implica em superficies impermedaveis, retendo a placa
o seu conteudo inicial de umidade.

4.3 Solucao Limite para o modelo II quando D — oo

Neste caso reecreve-se a solucao em termos de varidveis dimensionais,

© tD
MG ) = M, _ bl Z cos (B =) exp (-B233)
— = (30)
My, — M, D n=1< 2 4 (h,;L) + h,;L) cos B,
Onde “,s” sdo as raizes positivas de:
h L
Ptanp = (31

Quando ]%im € aplicado nas “Equacdes (30) e (31)” surge uma indeterminagdo da forma

(0/0), correspondente ao item (a) da se¢do 2. Seguindo o método proposto (secdo 2), para
levantar esta indeterminacao inicialmente realiza-se a seguinte mudanca de variavel:

a = BVD (32)
Substituindo-se a “Equacdo (32)” nas “Equacgdes (30) e (31)”, tem-se respectivamente:

a . ( a ) hpy, L (33)

—tan|—=) =——

vD  \WD/ D
t
M(x,t) — M, t) cos exp( 2—)
o= 2hnl Z C L) . (34)
——+h L) cos (\/—%)

Onde “a,s” sdo as raizes positivas da “Equagao (33)”.
Isolando-se “a” na “Equacao (33)” e aplicando-se gim , obtém-se:
—00

_1
2

a = (h,L) lim cos(a) b th><1><9 (35)
oo | \JD/ Sen(a/ VD) 0

1|
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Levantando-se esta tltima indeterminacao por L’Hospital, resulta:

3
—(1/2)D = h,L
@ = (hml) L[im — = (36)
”1-(1/2)aD ™z cos(a/VD)
Isto é,
a? = h,L (37)
Tem-se, portanto, uma dnica raiz, que substituida na “Equacgao (34)” resulta:
hm t
M(x,t) — M cos(—=x)exp|—h,-
lim —1(\/1 3 2 = 2(hy ) lim (h("f)z Jexp! L (38)
0 e (th+ ’Z +th)cos< \/7_; )
Ou:
M(x,t) — M o, t M@t)—-M
tim M0~ Me _ oy MO = Me (39)
D—oo MO - Me MO - Me

A “Equacdo (39)” corresponde exatamente a solucdo de um modelo a pardmetros
concentrados para a secagem de uma placa plana de espessura “2L”. E interessante observar
que matematicamente este resultado € obtido das equacdes do modelo II para D — cona se¢do
4.3e ndo Bi,, = 0 conforme a secao 4.2.

5  CONSIDERACOES FINAIS

O método utilizado mostrou-se bastante apropriado na obtencdo de solugdes de
problemas da Fisica Matemadtica (CRANK,1975), (CARSLAW& JAEGER, 1986); (ARPACI,
1991). As técnicas utilizadas no levantamento das indeterminagdes também foram
estabelecidas, as quais sdo o ponto crucial para a obtengao das solugdes limite.

A disciplina de célculo diferencial e integral ¢ uma disciplina da area bésica e, portanto
compde a grade curricular das primeiras fases dos cursos de engenharia. Desta forma por
conta das deficiéncias de formag¢do do ensino médio, muitas vezes os professores ndo
conseguem abordar todos os conceitos com a profundidade necessaria.

A experiéncia lecionando a mais de dez anos em cursos de engenharia permite-nos
colocar que este € o caso do conceito de limite. O estudo de caso apresentado, explorando
problemas a partir da solu¢@o limite, aponta para mais uma oportunidade, ao longo do curso
de engenharia, para o amadurecimento deste conceito, além de enfatizar a sua relevancia.

Uma caracteristica interessante na obtencdo das solucdes limite € que as indeterminagdes
podem ser vistas como “bloqueios matematicos”; sua correta identificacdo e remogao € a
“trajetoria” a ser percorrida para a obtencdo da solu¢do. Uma vez estabelecidos os valores
limites dos parametros esta “trajetoria” surge naturalmente.

Por fim, propde-se que as técnicas de operacdes limite utilizadas neste artigo, possam sob
uma Gtica geral, disseminar na resolu¢do de outros problemas no ensino de Engenharia, pois
de fato, na ha uma restri¢do especifica referente a aplicacdo do método em outros campos.
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LIMIT SOLUTIONS IN ENGINEERING TEACHING

Abstract: In engineering courses, limit solutions and limit operations are briefly displayed in
general, however, they do not emphasize how relevant the concept of limit and the domain of
its properties are adequate to solve problems in various areas of engineering. Thus, this
article has the intention to spread the usage of limit solutions and limit operations in
applications of engineering problems. It is demonstrated in this article, the extension of
applicability of the method, using as example problems of mass transfer (drying). From this
perspective, several analytical solutions found in literature are obtained, using only limit
operations.

Key-words: Solutions limit, limit operations, analytical solutions, drying, applications in
engineering;
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