COBENGE2011

XXXIX Congresso Brasileiro de Educacao em Engenharia
03 A 06 DE OUT | BLUMENAU | SC

A INTEGRAL DE DUHAMEL E SUA IMPORTANCIA NO ENSINO DE
VIBRACOES ESTRUTURAIS

Diogo Folador Rossi — rossi.diogo@gmail.com

Universidade Federal do Espirito Santo, Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Civil
Av. Fernando Ferrari, 514, Campus de Goiabeiras

CEP 29075-910 — Vitoria - ES

Walnorio Graca Ferreira — walnorio@pesquisador.cnpg.br

Universidade Federal do Espirito Santo, Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Civil
Av. Fernando Ferrari, 514, Campus de Goiabeiras

CEP 29075-910 — Vitoria - ES

Rodrigo Silveira Camargo — rodrigo_camargo2000@yahoo.com

COPPE/Universidade Federal do Rio de Janeiro — Centro de Tecnologia, Bloco B, sala 101
Cidade Universitéaria-RJ

Paulo Providéncia - provid@dec.uc.pt

Universidade de Coimbra, Departamento de Engenharia Civil, INESC Coimbra

FCTUC — Pélo Il, 3030 -788 Coimbra, Portugal

Igor Badke Ferreira— ibadke_hc@hotmail.com

Universidade Federal do Espirito Santo, Departamento de Fisica

Av. Fernando Ferrari, 514, Campus de Goiabeiras

CEP 29075-910 — Vitéria — ES

Resumo: A resposta de um sistema massa-mola de um grau de liberdade submetido a cargas
dinamicas pode ser calculada basicamente de duas maneiras: resolvendo-se a equacdo de
movimento no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia. Para um curso com intencdes
pedagogicas para estudantes de engenharia civil ou mecénica o procedimento no dominio da
frequéncia ndo é o mais adequado, pois faz uso de nimeros complexos, 0 que acarreta
dificuldades de assimilacéo ou até mesmo rejeicdo da parte dos alunos. Em contrapartida, no
dominio do tempo sdo usadas variaveis reais, de facil aceitacdo pelos estudantes. Dentre 0s
procedimentos no tempo, a técnica que usa a integral de Duhamel é a de mais facil
entendimento, facilitando o ensino de vibragdes estruturais em um nivel inicial. Para sistemas
de maltiplos graus de liberdade com comportamento linear, as equacbes podem ser
desacopladas e a técnica da integral de Duhamel, a mesma usada para sistemas com um grau
de liberdade, se aplica nas equacdes em coordenadas modais. Isso fortalece a importancia
dessa técnica para facilitar o ensino de vibracGes estruturais. No final, apresenta-se um
exemplo numérico de um sistema estrutural com multilpos graus de liberdade.

Palavras-chave: Integral de Duhamel, Ensino na engenharia, Vibragdes estruturais

1 INTRODUCAO

Quando em um sistema massa-mola atuam forc¢as periddicas de forma geral, estas podem
ser representadas por uma superposicdo de termos harmdnicos de varias freqiiéncias. A
resposta da equacdo diferencial de movimento para os deslocamentos de sistemas lineares é
encontrada pela superposicdo da resposta harmonica de cada componente harmdnico da carga.
Quando a carga aplicada ao sistema é ndo periodica, varias técnicas podem ser aplicadas para
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se obter essa resposta, como o metodo da integral de Duhamel (solu¢do no dominio do
tempo), o método da transformada de Fourier (solu¢do no dominio da frequiéncia) ou usando-
se um método passo-a-passo iterativo. Esse artigo apresenta o metodo da integral de Duhamel,
que também pode ser chamado de método da integral de convolugdo. Nesse método a carga
dindmica é considerada como uma sucessao de impulsos de curta duracéo e a resposta de cada
impulso, em vibragdo livre, torna-se uma contribuicdo separada para a resposta de
deslocamentos total nos tempos subsequentes.

2 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE

Considerando o sistema massa-mola (Figura 1) com um grau de liberdade, sem
amortecimento, submetido a um impulso de curta duracdo p(t) atuando no intervalo de
excitacdo t,; (muito menor que o periodo natural T, ou seja, t; < T, - Figura 2) tem-se, para
a equacdo diferencial de movimento do sistema:

. _ (p(v), 0<t<ty
mv+kv—{ 0 t>t, 1)
— v(1) AN p(t)
m p(1) t, «T,
k Q Q
Figura 1 — Sistema massa-mola com 1 grau ta s
de liberdade submetido a um impulso Figura 2 — Carregamento impulsivo

A equacdo para o caso de vibracdo livre, isto €, para t > t; (onde ndo ha mais carga
atuante), € uma equacdo diferencial homogénea linear de segunda ordem, a coeficientes
constantes, onde a solucéo é dada por (CLOUGH e PENZIEN, 1995):

v(t) = vy cos(wt) + (%) sen (wt) 2

na qual v, = v(0) e v, = v(0) s&o as condi¢es iniciais e w é a frequéncia natural do sistema
massa-mola, dada por:

@)

S
[
Sl=

A equacdo para o caso de vibragdo forgada, isto €, para 0 < t < t; (onde a carga é igual a
p(t)), pode ser integrada em relacdo ao tempo, em todo o intervalo 0 < t < t,, resultando na
seguinte expressao, se as condi¢des iniciais forem nulas:

ta

mv(t,) + kf dv(t)dt =J p(t)dt (4)
0

0
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Definindo o impulso I a que o sistema esta submetido e o valor médio do deslocamento
No tempo vg,,4, respectivamente, como:

ta 1 [tda
I = f p(t)dt S j p(t)dt (5)
0 ta Jo

Entdo a equacéo (4) se torna:
mv(ty) + ktqVapg =1 (6)
Quando t; — 0 o segundo termo da equacdo (6) acima pode ser ignorado. Logo:
mv(0*) =1 ()

Portanto, um impulso consistindo de uma forca atuando em um curto espaco de tempo t,,
tem o efeito de dar a massa uma velocidade inicial dada por:

5(0%) = - ®)
Ficando a massa com um deslocamento inicial dado por:

v(0*) =0 9)
As equacdes (8) e (9) podem ser usadas como condicdes iniciais para o caso de vibragédo

livre no dominio t > t;, cuja resposta é dada pela expressdo (2). Usando esses valores na
equacdo (2) a resposta ao impulso valera:

v(t) = (ﬁ) sen(wt) (10)

Pode ser mostrado, também, que a resposta a carga impulsiva para 0 mesmo sistema de
um grau de liberdade, porém com amortecimento viscoso ¢ < 1, € dada por (CLOUGH e
PENZIEN, 1995):

v(t) = ( )e‘f‘*’t sen(wt) (11)

mawg

Onde w; = w/1 — &2 é a freqliéncia amortecida do sistema.
2.1 Resposta para uma carga arbitraria

Ao se considerar o um sistema de 1 grau de liberdade sem amortecimento, iniciando do
repouso e logo ap6s submetido a uma forca p(t) qualquer, como mostrado na Figura 3, tem-
se que a resposta do sistema causada pelo impulso infinitesimal dI = p(t)dr, obtida da
equacdo (10) e denominada dv(t) é dada por:

dv(t) = (%) sen(w(t — ‘r)) (12)
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pl0)

p(7) ﬁ
o S

: d b ar
Figura 3 — Carga dinamica arbitraria

A resposta total devida a excitagdo dindmica € obtida somando as respostas de todos 0s
impulsos infinitesimais dI = p(t)dt desde T = 0 até T = t, isto €, integrando a equacao (12):

1 t
v(t) = Ej p(7) sen(w(t — 1)) dt (13)
0

E essa equacdo (13) é conhecida como Integral de Duhamel. Essa integral é usada para
calcular a resposta de um sistema massa-mola submetido a uma carga arbitraria. Ela também
pode ser expressa na forma de uma integral de convolucéo, entre as fungdes p(t) e h(t), da
seguinte forma:

t
v(t) = f p(D)h(t — t)dt (14)
0
Onde h(t) é a funcdo de resposta ao impulso unitario, dada por:
1
h(t) = —sen(wt) (15)
mw

Para um sistema dotado de amortecimento viscoso, também com condices iniciais nulas,
a integral de Duhamel assume a seguinte forma:

v(t) = ftp(T)e‘fw(t‘T) sen(wy(t — 1)) dr (16)
0

mwg

3 SISTEMA COM MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

A equacdo do movimento de sistemas estruturais com multiplos graus de liberdade sem
amortecimento e em vibracdo livre é expressa como:

mv +kv =0 (17)

Onde m e k sdo, respectivamente, as matrizes de massa e de rigidez do sistema.
Assumindo um movimento harménico, a solucdo da equacéo (17) seré dada por:

v =V.sen (wt + 6) (18)

Substituindo a equacao (18) na equagéo (17), obtém-se:
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(k— w?’mv=0 (19)

A equacdo (19) é conhecida como problema generalizado de autovalor e autovetor, onde as
solucles w? sdo os autovalores, e as solugdes v sdo 0s respectivos autovetores associados.
Para que o sistema linear representado pela equagdo (19) tenha solugdo nao nula para v, é
necessario que:

det(k — w?m) = 0 (20)

E a equacdo (20) fornece todos os m autovalores w? do sistema. Estes autovalores
fornecem as freqliéncias naturais w do sistema estrutural. Tradicionalmente elas sdo dispostas
em ordem crescente na forma vetorial abaixo:

w1
w= Iwzl 1)
Wn

Para sistemas estruturais estaveis para 0s quais as matrizes de massa e de rigidez sdo
reais, simétricas e positivas definidas, os autovalores sdo positivos e reais. A mais baixa
frequéncia, w,, é chamada de primeira fregtiéncia natural ou frequéncia fundamental. Em
geral, todas as freqliéncias naturais w; sdo distintas, embora em alguns casos duas ou mais
frequiéncias possam ter o mesmo valor, casos esses que fogem do escopo deste trabalho.

3.1 Modos de vibragéo

Depois de resolver a equacdo (20), podem-se encontrar 0s n autovetores do sistema
substituindo os valores de w na equacdo (19) e resolvendo o sistema linear para cada w;
encontrado. Como o sistema é homogéneo, 0 mesmo possuirad infinitas solucdes, logo se
percebe que existem infinitos autovetores associados a cada autovalor.

Os autovetores de referéncia podem ser tomados com relacdo a qualquer valor das
variaveis livres do sistema linear, e qualquer multiplo de um autovetor também sera outro
autovetor.

Uma forma conveniente de expressar 0s autovetores encontrados € normalizando-0s com
relacdo as massas generalizadas M; correspondentes a cada um dos i-ésimos graus de
liberdade do sistema, como serd mostrado mais adiante. Os autovetores encontrados sdo
comumente chamados de “modos de vibracao livre do sistema” ja que exibem as deformadas
da estrutura quando em vibracéo livre.

3.2 Ortogonalidade dos modos de vibragdo

Pode-se demonstrar que, ja que as matrizes de massa e rigidez do sistema sao simeétricas e
reais, os autovetores encontrados no problema mencionado séo ortogonais em relagdo a essas
matrizes (BOLDRINI, COSTA, et al., 1986), isto é, dados dois autovetores vy e v, distintos
quaisquer, tem-se:

vimv, =0 e vikv, =0 (22)

Por outro lado, para um grau de liberdade i qualquer, define-se a massa generalizada e a
rigidez generalizada correspondente ao modo de vibracéo i, respectivamente, como

O
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M; = vl my; e K; = vlky; (23)

Como dito, uma forma conveniente de tomar os autovetores do sistema estrutural é
normalizando-o0s com relacdo a respectiva massa generalizada, isto €, dado um autovetor v;
qualquer, toma-se um multiplo do mesmo dividindo-o pela raiz quadrada de M;, ou seja:

Vi

it (24)

E para o autovetor ¢; normalizado dessa forma, sua massa generalizada e sua rigidez
generalizada valerdo, respectivamente:

¢, =

M;=¢md; =1 e K; = {kd; = v} (25)

Essa normalizacdo é frequentemente usada em computadores para a anélise de vibragdo
estrutural.

3.3 Método da superposi¢cdo modal

Os n autovetores mutuamente ortogonais formam os modos de vibragdo obtidos de um
sistema em vibragdo livre sem amortecimento. Pode-se mostrar que eles séo linearmente
independentes. Assim eles podem servir como coordenadas generalizadas para expressar
qualquer conjunto de deslocamentos ou, em outras palavras, eles formam uma “base” de
vetores do espaco vetorial de deslocamentos. Dessa forma, qualquer deslocamento pode ser

escrito como uma combinacdo linear desses vetores, 0 que nos permite escrever a seguinte
equacao:

n
V=Gt Yy bt = ) i, (26)
i=1

Ou, em notacdo matricial:
v=0®.Y (27)

Considerando a equacdo de movimento de sistemas estruturais de maultiplos graus de
liberdade, sem amortecimento, submetido a carga dindmica p(t), tem-se:

mv + kv = p(t) (28)
Substituindo a equagéo (27) na equacéo (28), obtém-se :
m®Y + k®Y = p(t) (29)
Pré-multiplicando a equagéo (29) por ¢! encontra-se:
¢ m®Y + ¢ kPY = ] p(t) (30)
E quando os termos ®Y e ®Y sio expandidos obtém-se, devido & ortogonalidade:

O
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dimd;. Y, + ¢/ k.. Y; = ${p(t) (31)
E com o uso das relagdes na equacao (25), obtém-se:
Y, + wfY; = Py(t) (32)

Onde P;(t) = ¢Tp(t) é a carga generalizada.

A equacdo (32) € a mesma equacdo obtida em sistemas de um grau de liberdade, portanto
pode ser resolvida da mesma forma. Com sua solucdo se encontrardo n fungfes Y;. Sendo
assim, a solucdo final, em coordenadas nodais, serd dada pela equacdo (26). Esse
procedimento de resolver n equacOes diferenciais para cada modo de vibracdo e a posterior
superposicao das solucGes é chamado de Método da Superposicdo Modal. Nesse método, ao
se provocar o aparecimento de n equacgdes diferenciais independentes, que podem ser
resolvidas separadamente, € dito que o sistema inicial de equa¢bes N x N foi “desacoplado”.

3.4 Sistemas amortecidos

Considerem-se agora 0s sistemas estruturais com mdaltiplos graus de liberdade
amortecidos, submetidos a carga dindmica p(t). Neste caso a equagdo que representa seu
equilibrio dindmico é:

mv + cv + kv = p(t) (33)

Onde ¢ é a matriz de amortecimento do sistema. Em sistemas estruturais onde o
mecanismo de perda de energia estd uniformemente distribuido em toda a estrutura, pode-se
adotar uma distribuicdo das forgcas de amortecimento similar aquela das forcas elésticas e de
inércia. A matriz de amortecimento desses sistemas pode ser definida como (FERREIRA,
2002)

C = aom + alk (34)

Onde as constantes de proporcionalidade a, e a; possuem respectivamente as unidades
de s7! e s. O amortecimento que é regido por uma matriz definida pela equacédo (34) é
chamado de amortecimento de Rayleigh (CLOUGH e PENZIEN, 1995). A taxa de
amortecimento ¢ para cada modo de vibracao € obtida como mostrado a seguir.

Pré-multiplicando e pés-multiplicando a equagio (34) por ¢! e ¢;, respectivamente,
obtém-se:

bl cd; = apdp;md; + a, b ke, (35)
Definindo o amortecimento generalizado para um modo i por:
C; = bl cd; (36)
E usando as relacOes da equacéo (25) na equacéo (35), chega-se a:
C; = ay + a,w? (37)

Fazendo a analogia com o coeficiente de amortecimento viscoso de sistemas de 1 grau de
liberdade, tem-se, para a definigcéo de C;

O
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Ci = 2w;M;¢; (38)

Usando essa definicdo na equacdo (37) e resolvendo-a para &; tem-se (lembrando que
Mi == 1)

_ Qo +a1wi
2(l)l' 2

$i (39)

Conhecidas duas taxas de amortecimento associadas a dois quaisquer modos
especificados e substituindo-se seus valores na equacdo (39), um sistema de duas equacdes a
duas incdgnitas € formado. Sua solucdo fornece os valores de a, e a,. Os valores das outras
taxas de amortecimento desconhecidas sdo obtidos aplicando-se a equacdo (39) com o
correspondente valor de w; e 0s valores de a, e a, encontrados. Existem outras maneiras de
se definir uma matriz de amortecimento que atenda as condi¢cdes de ortogonalidade em
relacdo a base modal, ndo sendo aquela definida pela equacao (34) a Unica possivel.

Analogamente ao caso sem amortecimento, pode-se obter, a partir da equagdo (33):

Y, + C,Y + w?Y; = Pi(t) (40)

A equacdo (40) é a mesma equacdo obtida em sistemas de um grau de liberdade
submetidos a amortecimento viscoso, portanto pode ser resolvida da mesma forma como, por
exemplo, usando a equacdo (16). Com a solucdo de n equacOes desse tipo se encontrardo n
funcBes Y;. Sendo assim, a solucdo final, em coordenadas nodais, serd dada pela equacgéo
(26).

3.5 Solucéo das equagdes de movimento

Pelo método da superposicdo modal, como visto, o sistema de equagdes N X N é
desacoplado, resultando em N equacOes independentes. Cada equacdo € uma equacdo de
movimento de um sistema de um grau de liberdade, em coordenadas modais, podendo ser
resolvida por qualquer processo conhecido. O processo que se propds nesse trabalho é a
solucdo pela integral de Duhamel, que pode ser expressa na forma de uma integral de
convolucgdo, como ja dito. Essa integral é explicitada abaixo:

t

Y = j PO hy(t — T)dr (41)
0

Onde, para sistemas ndo amortecidos, tem-se, de acordo com a equagéo (13):

hi(t—1) = sen(a)l-(t — T)) (42)

M;w;

E para sistemas amortecidos, tem-se, de acordo com a equagéo (16):

h(t—1) = sen (wdi(t — T)) e~Siwi(t=1) (43)

Miwd.

1

Lembrando que, em ambos os casos, M; = 1 para todo i.

O
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4 EXEMPLOS NUMERICOS
4.1 Shear Building

Considera-se um edificio com trés pavimentos de tipo “Shear Building”, cujos pilares de
sustentacdo permitem deslocamentos horizontais para cada piso. O Shear Building tem,
portanto, trés graus de liberdade, conforme mostra o desenho esquematico da Figura 4.

Apenas no piso superior atua um carregamento horizontal transiente durante 0,05
segundos, se anulando a partir deste instante (Figura 5). Deve-se utilizar o método da
superposicdo modal para encontrar o historico de deslocamentos de cada piso
individualmente, considerando o amortecimento proporcional de Rayleigh com uma taxa de
amortecimento de 5 % para o0 1° e 3° modos.

my=180t [ A1) %t; 0<t<0025
U 4 p(1) - 430 i
430 - (£ - 0,025); 0,025 < £ < 0,05
k, = 105000 kN/m :

m, =270t 430 kN

F— U,

|

|

k, = 210000 kN/m |
ms =360t :
i

|

- I.’3 _ f
ks = 315000 kN/m
. - 0,025 s 0,025 s
Figura 4 — Representacéo do Shear Figura 5 — Carregamento atuante no piso
Building superior

A partir dos dados da Figura 4, podem-se construir as matrizes de massa e rigidez do
sistema e resolver o problema de autovalor proposto na equacao (20). Usando o modelo de
matriz de massa concentrada, construindo a matriz de rigidez que considera apenas os 3 graus
de liberdade propostos, e resolvendo o problema de autovalor, tem-se:

180 O 0 1 -1 0 14,32
m=[ 0 270 0 ] k = 1,05- 105 [—1 3 -2 w= [30,61] (44)
0 0 360 0 -2 5 45,46

Para encontrar 0s autovetores, usa-se a equacdo (19) e resolvem-se 3 sistemas lineares
homogéneos. Tomando a primeira variavel desses sistemas como variavel livre e fazendo-as
iguais a 1, tem-se, para solucdo dos autovetores:

1 1 1 326,4
V= [(O,649> (—0,607) (—2,542)] M = [445,3 ] (45)
0,302 -0,679 2,44 4067,2

Através desses atovetores podem-se calcular as massas generalizadas para cada grau de
liberdade (o que ja foi feito acima) e normalizar todo do conjunto de vetores em relagdo a
essas massas. Usando entdo a equacdo (24) tem-se:

0,055 0,047 0,016
¢ = [(0,036) (—0,029) (—0,04)] (46)
0,017 —0,032 0,038
1|2
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Através das taxas de amortecimento &; = é; = 5% e as freqliéncias w, e w5 constroi-se
um sistema de 2 equac6es do tipo da equacdo (39) e acha-se as incdgnitas a, € a;. Com essas
incognitas, e usando agora w-, encontra-se ¢, usando a mesma equagdo. Os resultados sao:

a, = 1,088s71 a; =1,67%x1073s $,=433% (47)

Dado o carregamento atuante (forga apenas no andar superior, com equagao p,(t)
mostrada na Figura 5) encontra-se o vetor de carga p(t). Com o vetor de carga e com 0S
autovetores normalizados, acham-se as cargas generalizadas P;(t) = ¢! p(t).
Adicionalmente, com as taxas de amortecimento &; encontradas e com as freqiiéncias w; e

Wg, = W; / 1 — &2, encontram-se as funcdes de resposta ao impulso unitério, h;(t), dadas pela
equacéo (43). Os resultados séo:

p1(t) 0,055.p4(t) 0,07.sen(14t) e~ %72
p(t) = [ 0 ] P(t) =10,047.p.(t) h(t) = |0,033.sen(31t) e~ 13t (48)
0 0,016.p4(t) 0,022.sen(45t) e=%3¢

Finalmente, encontram-se a resposta da estrutura para cada andar atraves da equacéo (41)
combinada com a equacdo (26). Os graficos dessas respostas sdo mostrados na Figura 6:

0,005 -+
0,004
0,003
0,002
0,001
0,000
-0,001
-0,002

deslocamento (m)

-0,003

-0,004 T T T 1

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
tempo (s)

—»—12 pav. —=—22pav. 32 pav.

Figura 6 — Respostas obtidas para os 3 pisos do Shear Building
4.2 Reservatorio

As figuras 7 e 8 mostra um reservatorio elevado e a carga dindmica transiente a qual esta
submetido. Esta carga tenta simular a acdo de uma rajada de vento. A resposta serd avaliada
numericamente atraves das equagdes (15) e (16).
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m=40t = pl(1) ﬂr,- 0<t<0,025

U(IJ A p(r) _{ 200 0,025
400

— (t— ; <t=
0'025& 0,025); 0,025< t < 0,05

400 kN

k = 40000 kN/m

\
~

0,025 s 0,025 s
Figura 7 — Representacéo do reservatorio Figura 8 — Carregamento atuante

A anélise numérica é realizada considerando o sistema com e sem amortecimento. Para o
sistema amortecido, adota-se um modelo com taxa de amortecimento viscoso igual a 5%
(¢ = 0,05). Os gréficos (tempo x deslocamento) das respostas para 0s casos amortecido e ndo
amortecido sdo mostrados na figura 9.

0,010 +
0,008 -
0,006 -
0,004 -
0,002 -
0,000 +4
-0,002 -
-0,004 -
-0,006 -
-0,008 -
-0,010 T T T T 1

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
tempo (s)

deslocamento (m)

—— com amortecimento —a&—sem amortecimento

Figura 9 — Respostas obtidas com e sem amortecimento
5 CONCLUSAO

O presente artigo mostra a importancia da integral de Duhamel no ensino de vibragdes
estruturais, visto que usa aritmética real de facil assimilacdo pelos estudantes em um curso
inicial nessa area de conhecimento. Por sua vez, a propria deducdo da integral de Duhamel
também ¢é de facil assimilagdo porque se baseia na simples idéia de superposicao de respostas
a impulsos unitarios. A abordagem é feita tanto em sistemas com um grau com liberdade
(1GL), como em sistemas com multiplos graus de liberdade (MGL). Nos sistemas de MGL se
faz uso do Método da Superposicdo Modal para resolver as equagdes em coordenadas modais,
para posteriormente se encontrar a resposta em coordenadas fisicas por superposi¢do. Por fim,
exemplos numéricos enriquecem a apresentacao.
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THE DUHAMEL INTEGRAL AND ITS IMPORTANCE IN THE
TEACHING OF STRUCTURAL VIBRATIONS

Abstract: The response of a mass-spring system of a single degree of freedom submitted to
dynamic loads can be calculated in two ways: by solving the equation of motion in the time
domain or in the frequency domain. For a course with educational intentions for students of
civil and mechanical engineering the procedure in the frequency domain is not the most
suitable because it makes use of complex numbers, which causes difficulties of assimilation or
even rejection. In contrast, in the time domain, real variables are used, easily accepted by
students. Among the procedures in time, the technique that uses the Duhamel integral is
easier to understand, facilitating the teaching of structural vibrations in a first level. For
systems of multiple degrees of freedom with linear behavior, the equations can be decoupled
and the technique of Duhamel integral, the same used for systems with one degree of freedom,
apply the equations in modal coordinates. This makes stronger the importance of this
technique to facilitate the teaching of structural vibrations. In the end, numerical examples
are presented.

Palavras-chave: Duhamel integral, Engineering education, Structural vibration
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