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Resumo: A idéia proposta aqui surgiu da experiência docente em lecionar a matéria sobre cálculo de limites de funções de uma variável real aos alunos ingressantes dos cursos de Engenharia. De maneira geral, a definição que utiliza as distâncias épsilon e delta é um dos conteúdos mais difíceis para quem cursa a disciplina Cálculo Diferencial e Integral I. Embora muitos alunos consigam calcular limites de funções lineares usando a definição, poucos conseguem fazê-lo para funções com grau de complexidade um pouco maior, como as quadráticas e racionais. Este trabalho apresenta um método que visa a sistematizar a verificação, mediante a definição de limite, de que um dado número é limite de uma função real de uma variável real. O método apresentado aqui foi aplicado em um experimento didático realizado com a participação de uma turma de alunos ingressantes do curso de Engenharia Elétrica e os resultados de sua aplicação mostraram-se bastante satisfatórios.
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1 INTRODUÇÃO
A idéia proposta neste trabalho surgiu da experiência docente em ensinar aos alunos do curso de Engenharia a calcular limites de funções de uma variável real através do uso da definição. De maneira geral, os exemplos apresentados nos textos de Cálculo Diferencial e Integral comumente envolvem funções lineares, quadráticas, racionais ou do tipo raíz quadrada (FLEMMING & GONÇALVES, 2007; THOMAS, 2002; STEWART, 2005). O entendimento desta teoria para funções lineares é bastante fácil para o aluno ingressante. Entretanto, na medida em que se aumenta o grau de complexidade das funções trabalhadas, como por exemplo, ao tratar de cálculo de limites de funções quadráticas ou racionais, percebe-se uma maior dificuldade na execução dos exercícios. 
Para compreender o desafio sob discussão, convém lembrar da definição de limite de uma função real de uma variável real. Sejam 
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Em outras palavras,
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A dificuldade central, ao tentar mostrar que 
[image: image38.wmf]L

x

f

a

x

=

®

)

(

lim

, é achar algum valor de 
[image: image39.wmf]d

 que valide a proposição (1) para cada valor escolhido de 
[image: image40.wmf]e

. Uma das formas de procurar 
[image: image41.wmf]d

 consiste em expressar 
[image: image42.wmf]L

)

x

(

f

-

 em função de 
[image: image43.wmf]a

x

-

. Em particular, muitas vezes é conveniente escrever:
	
[image: image44.wmf].

)

(

)

(

a

x

x

g

L

x

f

-

=

-


	(2)


Suponhamos que 
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Portanto, 
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Desta forma, o problema se resume em determinar os valores de 
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. Entretanto, esse passo pode requerer habilidades algébricas pouco comuns aos alunos iniciantes o que, geralmente, dificulta a realização do exercício, quando a função envolvida não é do tipo linear.
Neste contexto, o presente trabalho fornece uma maneira simples de verificar se um dado número real é limite de uma função, usando a definição de limite. O método, que é apresentado em detalhes na Seção 2 e exemplificado na Seção 3, é válido para funções que podem ser decompostas como mostrado na Equação (2), sendo que 
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. Para avaliar a eficácia do método proposto aqui, foi proposta uma atividade para uma turma do curso de Engenharia Elétrica, que na ocasião cursava a disciplina Cálculo Diferencial e Integral I. A atividade proposta e os resultados observados são apresentados nas Seções 3 e 4, respectivamente. Na Seção 5 são apresentados os comentários finais sobre os resultados observados.
2     APRESENTAÇÃO DO MÉTODO E EXEMPLO DE APLICAÇÃO
Nesta seção é apresentado um método simples para verificar de um dado número real é limite de uma função de uma variável real, através da definição de limite. Vale ressaltar que a proposta apresentada aqui não se destina a qualquer tipo de função real de uma variável real, uma vez que impõe condições, como a decomposição de 
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2.1   Método para mostrar que 
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2) Verificar se existe 
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3) Se 
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4) Observar que, qualquer que seja 
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2.2     Exemplo de aplicação
Nesta seção será apresentado um exemplo de aplicação do método proposto, no qual se deseja mostrar que 
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Para provar que o limite é 2, devemos mostrar que para todo 
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A idéia é verificar que 
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1) Simplificar 
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2) Verificar se existe 
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3) Como 
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4) Observar que, qualquer que seja 
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3      METODOLOGIA APLICADA PARA AVALIAÇÃO DO MÉTODO
Para avaliar a eficácia do método proposto aqui, foi realizada uma atividade com uma turma de alunos do curso de Engenharia Elétrica que, na ocasião, cursavam a disciplina Cálculo Diferencial e Integral I. Tal atividade foi realizada em duplas e dividida em duas etapas de 45 minutos cada, sendo que durante o processo buscou-se que não houvesse intervenção do docente. 
Na primeira etapa, da qual participaram 27 duplas, foi apresentado um texto no qual constava um exemplo retirado do livro O Cálculo com Geometria Analítica (LEITHOLD, 1982) onde se provava que 
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. Na seqüência, era solicitada a resolução de dois exercícios. O primeiro exercício, E1, tratava de uma função similar à do exemplo e consistia em mostrar, usando a definição, que 
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, ou seja, que investigassem o limite de uma função que ainda não havia sido exemplificada. Ao final do tempo disponibilizado para esta etapa, os exercícios foram recolhidos para correção.
Na segunda etapa, da qual participaram 21 duplas, outro texto foi apresentado, no qual constavam o método e o exemplo de aplicação descritos na Seção 2, acompanhados dos mesmos exercícios propostos na primeira etapa. O tempo disponibilizado para a atividade também foi de 45 minutos, ao final dos quais os exercícios foram recolhidos.
4      RESULTADOS OBSERVADOS
Os resultados das correções para as duas etapas são apresentados nas Tabelas 1 e 2. Entre os erros mais freqüentes observados, verificou-se que alguns alunos não conseguiram resolver a desigualdade modular 
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Tabela 1 – Número de acertos observados e exercícios entregues em branco nas etapas 1 e 2.
	
	Número de acertos
	Exercícios entregues em branco

	Exercício
	E1
	E2
	E1
	E2

	Primeira etapa
	12 

(44,44%)
	0 
(0%)
	0 
(0%)
	17 
(62,96%)

	Segunda etapa
	11
 (52,38%)
	10 
(47,62%)
	4 
(19,05%)
	5 
(23,81%)


Tabela 2 – Número de erros observados nas etapas 1 e 2.
	
	Erros na resolução da desigualdade modular 
	Erros ao limitar superiormente 
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	Outros tipos de erro
	Total de erros 

	Exercício
	E1
	E2
	E1
	E2
	E1
	E2
	E1
	E2

	Primeira etapa
	4
	0
	3
	6
	8
	4
	15

(55,55%)
	10 (37,77%)

	Segunda etapa
	0
	0
	5
	4
	1
	2
	6

(28,57%)
	6 (28,57%)


Os resultados apresentados nas Tabelas 1 e 2 indicam que o número de acertos não teve diferença significativa nas duas etapas. Desta forma, pode-se inferir que aproximadamente 50% das duplas conseguiu reproduzir os dois métodos apresentados para um exercício similar. Também se pode observar que, na primeira etapa, nenhuma dupla acertou a resolução do exercício E2, no qual uma função de tipo diferente daquele que constava no exemplo era apresentada. Observa-se também que aproximadamente 63% das duplas entregou o exercício E2 em branco e que os demais erraram a resolução. Entretanto, após a apresentação do método proposto aqui, verificou-se que 47,62% das duplas resolveu o exercício E2 adequadamente e que o percentual de exercícios entregues em branco caiu para 23,81%. Verificou-se também uma queda nos percentuais de erros observados para os dois exercícios. 
5     CONSIDERAÇÕES FINAIS
Um dos grandes problemas para quem leciona a disciplina de Cálculo Diferencial e Integral para alunos iniciantes é conseguir que os estudantes dominem o conceito de limite de uma função de uma variável real. De maneira geral, a definição de limite, com as distâncias  épsilon e delta, é um dos conteúdos mais difíceis para os alunos que cursam a disciplina.  Embora muitos consigam resolver exercícios que envolvem o cálculo de limites para funções lineares usando a definição, poucos conseguem fazê-lo para funções com grau de complexidade um pouco maior, como as quadráticas ou racionais. A observação deste comportamento levou ao desenvolvimento do método que foi apresentado neste trabalho. Apesar de algumas limitações acerca das características da função para a qual a proposta se destina, a aplicação do método em uma atividade avaliativa mostrou que 47,62% dos alunos que participaram do experimento conseguiram calcular corretamente o limite de uma função que ainda não havia sido exemplificada. Como antes da apresentação do método, este índice havia sido de 0%, os resultados de sua aplicação mostraram-se satisfatórios. 
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A SIMPLE TEST TO VERIFY THAT A REAL NUMBER IS THE LIMIT OF A FUNCTION OF ONE VARIABLE BY USING THE DEFINITION OF THE LIMIT
Abstract: The proposal of this work comes from the experience in teaching how to calculate the limits of a function of one variable to beginning students of several engineering courses. In general, the definition of the limit of a function, which uses the epsilon and delta distances, is one of the most difficult contents faced by students of Calculus. Although many students are able to use the definition of the limit when working with linear functions, only a few of them successfully deal with more elaborate functions, like the quadratic and the rational ones. This work presents a method to verify, by using the definition of the limit, that a given real number is the limit of a function of one variable. The method was applied in a didactic experiment with the participation of a group of beginning students of an Electrical Engineering course and the results are quite satisfactory.
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