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Resumo: As respostas de sistemas estruturais sujeitos a cargas dindmicas sdo
tradicionalmente avaliadas no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia.
Meétodos de solucoes baseados no dominio da frequéncia tém sido desenvolvidos nos
ultimos anos. A escolha do método depende das propriedades fisicas do sistema
estrutural. Naqueles casos com propriedades fisicas dependentes da frequéncia ou
dotados de amortecimento histerético, a andlise no dominio da frequéncia é mais
adequada. Embora os métodos que envolvem o dominio do tempo sejam facilmente
assimilados pelos estudantes de engenharia, o mesmo ndo acontece com os métodos
relacionados ao dominio da frequéncia, especialmente para os estudantes de
engenharia civil. O objetivo desse estudo é apresentar uma comparag¢do didatica entre
esses dois importantes métodos para a solug¢do de sistemas estruturais submetidos a
cargas dinamicas, para tornar mais facil o aprendizado pelos estudantes de engenharia
civil e mecanica.

Palavras-chave: Analise no dominio do tempo, Andlise no dominio do frequéncia,
Integral de convolucgao, Transformada de Fourier, Andlise comparativa
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1 INTRODUCAO

A resposta de uma estrutura submetida a cargas dindmicas pode ser calculada
basicamente por duas maneiras: resolvendo-se a equagdo do movimento no dominio da
frequéncia ou no dominio do tempo. Quando o sistema possui parametros dependentes
da frequéncia, o procedimento no dominio da frequéncia ¢ o mais indicado. Como
exemplo, pode ser citado o caso dos sistemas de interacdo solo-estrutura nos quais as
forcas de rigidez e de amortecimento sao dependentes da frequéncia .

A andlise no dominio da frequéncia se tornou de uso corrente, somente apds o
surgimento do algoritmo da FFT (Fast Fourier Transform), desenvolvido por COOLEY
e TUKEY (1965), pois reduziu substancialmente o esfor¢co computacional na avaliagao
da DFT (Discret Fourier Transform), tornando-a competitiva com os métodos do
dominio do tempo. Desde essa época, os métodos da frequéncia vém recebendo
importantes contribui¢des na busca de sua eficiéncia. A edi¢do mais recente do livro
deCLOUGH e PENZIEN, 1993 ha um tratamento detalhado de analise no dominio da
frequéncia.

Embora os métodos que envolvem o dominio do tempo sejam facilmente
assimilados pelos estudantes de engenharia, 0 mesmo ndo acontece com os métodos
relacionados ao dominio da frequéncia, especialmente para os estudantes de engenharia
civil. O objetivo desse estudo ¢ apresentar uma comparagdo didatica entre esses dois
importantes métodos para a solucdo de sistemas estruturais submetidos a cargas
dinamicas, para tornar mais facil o aprendizado pelos estudantes de engenharia civil e
mecanica.

2 EQUACAO DO MOVIMENTO

Seja um sistema massa-mola com um grau de liberdade, submetido a um
carregamento p(t), como mostrado na Figura 1. A equagdao do movimento vem da
resultante das forcas que atuam na massa, que sdo o proprio carregamento, a for¢a de
amortecimento viscoso (proporcional e com sentido contrdrio ao da velocidade da
massa), ¢ a forca eldstica da mola (proporcional e com sentido contridrio ao do

deslocamento em relacdo a posicao de equilibrio). Se V(") ¢ o deslocamento no instante
t, m € a massa, ¢ € o coeficiente de amortecimento, k € a constante elastica da mola e

PO ¢ o carregamento no instante t, entdo a forca resultante é:
D F=m¥(t) =p(t) —c ()~ k (1) (D)
ou:

mv(t) +cv(t) + kv(t) = p(t) (2)
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Figura 1 - Representagao de um Sistema Massa-Mola com Amortecimento.
3 RESPOSTA PERMANENTE A UMA CARGA HARMONICA
3.1 Dominio do Tempo

A equacdo do movimento ¢ uma equagdo diferencial, e sua solucdo depende do
carregamento p(t). Obtendo-se as solugdes para os casos de carregamento senoidal e
cossenoidal, encontra-se a solugcdo geral para carregamento harmonico (isto ¢, uma
combinac¢do linear de seno e cosseno com mesma frequéncia). Assim, definindo a

frequéncia natural do sistema como ®=VkK/M ¢ a taxa de amortecimento como
C

2mo | ¢ possivel reescrever a equagdo do movimento da seguinte forma:

V(t) + 280 V(1) + @ V() = 0] 3)

m

Adotando o carregamento P(!)=Psn®! ge fregiidncia angular @ e definindo

B=wlo chega-se na equagdo do movimento, que ¢ dada por:
V() = b{ ; 21 5 }[(l—ﬂz)sen ot —2&f cos Et] (4)
kL(=57)" +(25pP)

Da mesma forma, para um carregamento p(¢) = acoswt, a solucao é:

a 1
V(t):_{ 22 2
kL (A=-87)"+(288)

}[2§ﬂsen 5t+(1—ﬂ2)cosﬁt] (%)

E, finalmente, quando as duas cargas atuam simultaneamente, a solugao geral é:

1
+ (2§ﬂ)2}

V() = %[(1 Ry {160~ ")+ 2a2B15en @1 +[a1- )~ 2b&Pleosdt}  (6)



COBENGEZ2010

XXXVII| Congresso Brasileiro de Educagaa

12 A 15 SET+ FORTALEZA+ CE

Hotel Gran Marquise

3.2 Dominio da Frequéncia

Pode-se tirar proveito das propriedades perioddicas da funcdo exponencial complexa

(FERREIRA et al., 2007) e aplicar uma “carga complexa” p(1) =be™ . Assim, a equagao
do movimento fica:

V(t) + 25[0 V(t) + a)z V(t) — Eeiﬁt (7)
m

cuja solugdo ¢é:

v(t) = G(a)e"@ (8)
em que:
@)=" ! b[ 1= p>-izB)
" Tk 9

() k{(l_ﬂ2)+i(2§ﬂ)} k{(l—ﬂ2)+(2§ﬂ)2} 9)

Essa resposta mostrou-se ser mais simples, visto que apresenta um tnico termo. No
dominio do tempo, ha os termos em seno e cosseno.

4 RESPOSTA A UMA CARGA PERIODICA QUALQUER
4.1 Dominio do Tempo

Um carregamento periddico qualquer (isto €, ndo necessariamente harménico) pode
ser expresso na forma de uma série de Fourier:

p(t)=ay + Zan CoS @, + an sen w,t (10)

n=1 n=1

com:

1 Tp
a _EJ-O p(l)dt
2 (7, _
a, =EJ‘O p(?) cos w,tdt (11)

2 (T _
b, =— t tdt
=7 [,/ p)sena,

A resposta do sistema a esse carregamento ¢ dada por:



COBENGE2010

XXXVIll Congresso Brasileiro de Educagao em Engenharia

12 A 15 SET+* FORTALEZA- CE

Hotel Gran Marquise

(1) = %(“‘)g{a —/5',,2)21+ G }{[bn (= B.2)+2a,EB, 1sen @t +[a(l— ) —2b§ﬂ]cosa_)t}) (12)

4.2 Dominio da Frequéncia

Também ¢ possivel expressar o carregamento como uma série de Fourier complexa,
da seguinte forma:

pt)= D Pe (13)
com:

17, i@,

a;ime d (14)

Nesse caso, encontra-se a resposta a cada componente da série, que valera:
v,(t)=H, Pe"" (15)

Sendo V»() complexo, significando um vetor real girando no plano complexo. H, ¢
definido a seguir:

Hn=1{ . }1{ =2 i_i(zgﬂ”l} (16)
KL a=p+i55,) ) K L(-p,) +226,)

A resposta final valera:
v(0)= Y H,Be™ (17)

Sendo V) agora real, em virtude da preseng¢a de pares conjugados.
5 RESPOSTA A CARGA GERAL
5.1 Dominio do Tempo

Seja a carga geral mostrada na Figura 2 a seguir:
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Figura 2 - Carga Diferencial Impulsiva de um Carregamento Geral.

Baseado na resposta aproximada a uma carga impulsiva p(r)dz

resposta a esse carregamento, que sera:

, pode-se chegar a

v(t) = J;: p(o)h(t—7)dr (18)

Esta integral ¢ uma integral de convolugcdo (BRIGHAM, 1974), ¢ a fungdo h(t-7) ¢
a resposta de impulso unitario, definida por:

h(t—7)=

sen wp, (1 —7)e <) (19)

em que:

wp = oy1-&* (20)

¢ a frequéncia amortecida do sistema massa-mola.

5.2 Dominio da Frequéncia

Fazendo-se uso da transformada de Fourier e aplicando-a na equag¢dao do
movimento, resulta em:

j_°° (mv+cvtkv)e @ ds = f p(t)e @ dt 21)
ou:
(-@*m+iwc+k) V(@) =P(@) (22)

com:
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V(@) = jw V(t)e @ dt
P (23)
P(@) = I_ p(t)e @' d

Vé-se que a diferenca com relagdo a carga complexa é que agora os limites da
integral sdo —© e . Continuando, fica:

V(@) = H(@)P(@) (24)
em que:
_ ! ! !
H(@)= ~@’m+iwc+k _;{(1—,32)‘”(2@%)} )

ApOs o célculo de V(@) , a resposta no tempo valera:

V() = iJ‘_ZV(E)e”‘”dE :i [ H@)P@)e™do (26)

6 SISTEMAS COM MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE
Em sistemas com multiplos graus de liberdade, a equacdo do movimento, que rege

o deslocamento das multiplas partes da estrutura, ¢ na verdade uma equacao matricial,
equivalente a equacdo do movimento para sistemas com um grau de liberdade, dada por:

mv(t) +ev(t) + kv(t) = p(z) (27)

sendo m a matriz de massa, ¢ a matriz de amortecimento, k a matriz de rigidez, todas de
ordem Nx N, e VO V) ¢ V() yetores N x 1,

O sistema tera também multiplas frequéncias naturais de vibragdo, que sdo
denominadas:

(1)2{601,602,603,...60]\]} (28)

Essas frequéncias sd3o os autovalores de um sistema de equagdes lineares cuja
equacdo caracteristica €:

det(k — ©*m) = 0 (29)

Os autovetores correspondentes sdo os modos de vibragao:
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V1, V2, V3, V) (30)

Esses autovetores possuem as seguintes propriedades, para ' # 5 :

T
r

ATy
v.kv, =0

v,mv, =0

€2))

Ambas as propriedades sdo na verdade aplicacdes da definicdo generalizada de

produto interno entre Y7 e Vs. Portanto, diz-se que modos de vibragdo diferentes sdo

perpendiculares entre si, tanto com relacdo a matriz de massa, quanto com relagdo a
matriz de rigidez (CAMARGO, 2008).

Além disso, para um mesmo modo de vibragdo, tem-se:

T
n

VKV, =K

v,mv, =M

' (32)

n

Os valores M, e K, sdo chamados, respectivamente, de massa generalizada e
rigidez generalizada.

Vn
¢, = \/M_
Quando se define o conjunto de vetores de modo », diz-se que sao
ortonormalizados em relagdo a matriz de massa, pois além de ortogonais em relagdo a

AT A
mesma, tem-se que ¥#™» =1,

Usando-se os vetores de modo como colunas de uma matriz quadrada, forma-se a
matriz de modo @:

O={9, ¢, 03 ... @y} (33)

6.1 Desacoplamento das Equac¢des do Movimento pelo Método da Superposicio
Modal

Os vetores de modo sdo definidos a partir dos autovetores do sistema, e, por isso,

sdo linearmente independentes. Esse fato permite que sejam usados para gerar qualquer
vetor V, através da combinagdo linear:

N
V=0 +(P2Y2+(P3Y4+“'+(PNYN:z(PnYn (34)

n=1
ou, matricialmente:

v=0Y (35)
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sendo Y um vetor que contém os coeficientes Yn, que sdo chamados coordenadas

modais. Fazendo a substituicdo de vV assim expressado na equagdo do movimento para
sistemas com multiplos graus de liberdade, fica:

meOY(7) + c®@Y(7) + k® Y(¢) = p(t) (36)

que, pré-multiplicada por ?», fica:
¢, m®Y (1) +¢,cPY (1) + 9, k® Y(t) = ¢,p(t) (37)

Devido as propriedades ja apresentadas de ortogonalidade em relagdo a matrizes de
massa e rigidez, a expressao anterior pode ser escrita como:

M, Y, () +CY,(6) + K, Y, (1) = p, (1) (38)

Desde que c¢ seja adotada proporcional as matrizes de massa e rigidez
(amortecimento de Rayleigh).

Desse modo, o sistema de equacdes fica desacoplado e o sistema estrutural de N
graus de liberdade com N equagdes, em coordenadas fisicas, é transformado em N
equacdes de um grau de liberdade, em coordenadas modais (CLOUGH e PENZIEN,
1993). Ao se achar a solug¢ao de cada equacao de um grau de liberdade (isto €, cada Y,),
a solucgdo geral do sistema em coordenadas fisicas valera:

N
v=2 0., (39)
n=1

Solugdo no Dominio do Tempo
A solucdo de cada uma das N equag¢des em coordenadas modais, quando feita no
dominio do tempo, através de uma integral de convolugao, é:

—
Mn a)n

[ @ sen oy, (1~ ) (40)

Solugdo no Dominio da Frequéncia
Aplicando a transformada de Fourier a cada uma das equagdes em coordenadas
modais, estas sdo passadas para o dominio da frequéncia, resultando em:

V(@) =H,(@)F,@) (41)

em que:
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1 1
H (D) = -
(@) wan{(l—ﬂnz)Jri@«fnﬂn)}

1| (=B8)-i25B) (42)
oM, | (1- 8,2 +(2&,8,)°

P,@) = [ p,0e ™t

Finalmente, aplicando a transformada inversa de Fourier, cada resposta final vale:
Y (6) = —— J "V (@)@ dm (43)
n 271_ oo n

7 CONSIDERACOES FINAIS

Este artigo apresenta uma abordagem comparativa entre os procedimentos de
solucao das equagdes do movimento no tempo e na frequéncia para sistemas estruturais
submetidos a cargas dinamicas. O principal objetivo foi pedagdgico, no sentido de
apresentar as solugdes das equacdes de movimento em uma interessante sequéncia,
primeiramente apresentando-as no dominio do tempo, para em seguida, no dominio da
frequéncia. A abordagem torna as vantagens de se resolver as equac¢des no dominio da
freqliéncia bastante claras, pois as equacdes diferencias se tornam algébricas e suas
solucdes sdo obtidas com operagdes numéricas simples, com a Unica diferenga de
envolver nimeros complexos, que podem ser manipulados da mesma maneira que os
nimeros reais.
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DIDACTIC COMPARISON BETWEEN TIME AND FREQUENCY
DOMAIN FORMULATIONS OF DYNAMIC ANALYSIS OF
STRUCTURES

Abstract: The response of structural systems subjected to dynamic loads can
traditionally be evaluated in time domain or in frequency domain. Solution methods
based in frequency domain have been in development in recent years. The choice of the
method depends on the physical properties of the system. In those with frequency-
dependent physical properties or with hysteretic damping, frequency domain analysis is
recommended. Although time domain methods are easily assimilated by engineering
students, the same does not happen to frequency domain methods, especially to civil
engineering students. The goal of this article is to introduce a didactic comparison
between these two important methods to the solution of structural systems subjected to
dynamic loads, in order to make it easier for civil and mechanical engineering students
to learn this subject.

Key-words: first Time domain analysis, Frequency domain analysis, Convolution
integral, Fourier transform, Comparative analysis.



