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Resumo: A resposta de sistemas lineares a uma entrada de determinada natureza pode ser
obtida através de ferramentas matematicas, tais como operacdes algébricas de expansao em
fracOes parciais da funcéo de transferéncia do sistema linear em questéo e sua respectiva anti-
transformada de Laplace. Entretanto, a analise da resposta em funcdo de mudancas na natu-
reza do sinal de entrada atraves do emprego de tal ferramenta torna-se relativamente exaustiva
e cega em relacdo a se ter uma nogdo preévia do perfil da resposta. Procurando discutir uma
metodologia relacionada a transformada de Laplace, alternativa ao projeto e analise de perfis
de resposta de um sistema linear sujeito a diferentes naturezas de entrada, exploramos a utili-
zacao do teorema da convolucgao, evidenciando sua complexidade de desenvolvimento diferen-
ciada e a possibilidade de abstracdo do perfil de resposta a ser formado. Um sistema massa-
amortecedor é utilizado como modelo fisico para o estudo.

Palavras-chave: Transformadas de Laplace, Analise de Sinais, Processamento de Sinais, Inte-
gral de Convolucéo, Ensino.
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1 INTRODUCAO

No largo espectro das ciéncias exatas, € inquestionavel a utilidade e a vasta gama de apli-
cacgdes da operacao de convolucdo continua (OCC). Segundo (Dominguez, 2015), que escreveu
um historico da operacdo de convolucao desde Leonhard Euler (1707-1783) aos tempos atuais,
a OCC é discutida em livros onde o topico principal é a teoria e as aplica¢des de uma transfor-
macao integral, principalmente de Fourier ou de Laplace. Euler estudou as solucdes de equacoes
diferenciais (EDs) de segunda ordem da forma:

y = j (K@) + Q()]"P(x)dx %

Um primeiro caso simples desta solucdo € K (u) = u e Q (x) = x e um segundo caso é K (u)
= -u e Q (X) = x. Euler estudou o primeiro caso que é a primeira fonte em que a operacgdo de
correlacdo € utilizada de forma exaustiva em aplicacdes estatisticas e relacionadas a convolu-
¢ao. Quanto ao segundo caso, (1) resulta em uma forma particular da operagdo matematica dada
por:

y = f (x — W"P(x)dx @

No entanto, Euler ndo estudou (2) em particular, mas estudou o caso quando Q (x) =xe K
(u) é qualquer outra funcéo.

Uma forma mais geral de (2) surgiu na solugdo de EDs por transformacdes integrais (como
transformacdes de Fourier ou Laplace) relacionadas a dinamica computacional de fluidos, en-
genharia elétrica, conducdo de calor, processamento de sinal e imagem, acustica linear, enge-
nharia mecanica, dptica, probabilidade e estatistica, radioterapia, espectroscopia e viscoelasti-
cidade. Especificamente, para as duas fungdes adequadas de valor complexo f e g de um argu-
mento variavel real ou complexo, a seguinte expressdo é mais geral do que (2):

[ r@g - i 3)
£

Aqui, £ pode ser um intervalo de integracdo (a, b) se a for uma variavel real ou uma curva
se a for uma variavel complexa. Do ponto de vista grafico, a sendo a variavel principal, esta
operacao consiste no processo matematico que pode ser interpretado graficamente dobrando o
argumento da fungéo g, transladando o argumento da funcdo g, multiplicando a funcéo resul-
tante g pela funcdo f e integrando essa multiplicacdo. Além disso, esta interpretacdo e sua
representacdo grafica apareceram pela primeira vez na primeira edicdo em 1942 de
(GARDNER e BARNES, 1963). Portanto, a operagdo e, em certo sentido, o "dobramento™ de
uma das funcGes de entrada e seu escorregamento sobre a outra. Particularmente em matema-
tica, fisica e areas relacionadas, o verbo comumente usado para designar tal revolucao é "con-
volver". Esse verbo vem das palavras latinas con e volve, que significam "juntas" e "rolar",
respectivamente; assim, convolve significa "rolar uma por sobre a outra”. Assim, a acao de
convolver é chamada de convolugéo. E por isso que (3) geralmente é conhecido hoje como o
OCC, ou simplesmente convolugdo, embora tenha sido dado muitos outros nomes no passado,
conforme discutido em (Dominguez, 2015).
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2 A INTEGRAL DE CONVOLUCAO

A convolucéo é uma ferramenta valiosissima para o engenheiro, pois fornece um meio para
visualizar e caracterizar sistemas fisicos. Ela é usada, por exemplo, para descobrir a resposta
y(t) de um sistema a uma excitacdo u(t), conhecendo-se a resposta ao impulso do sistema
h(t). 1sso € obtido pela integral de convolucdo (ALEXANDER e SADIKU, 2013), definida

Ccomo.
y(©) = j'u(z)h(t—-z)dz @
Ou ainda:
Y(©) = u®) * h(t) ©)

Em que A é uma variadvel auxiliar de dobramento e o asterisco representa convolucdo. A
Equacéo (4) ou (5) significa que a saida € igual a entrada que sofreu a convolugdo com a res-
posta ao impulso unitario.

A integral de convolucdo na Equacdo (4) é genérica e se aplica a qualquer sistema linear.
Entretanto, ela pode ser simplificada se supormos que o sistema possua duas propriedades. Pri-
meiro, se x(t) = 0 para t< 0, entdo:

oo

ﬂ®=fuMM&—DM ©)

0

Segundo, se a resposta do sistema a um impulso for causal (isto é, h(t) = 0 para t < 0),
entdo h(t- A1) = Oparat- A< 0 ou A >t de modo que a Equagdo (6) possa ser reescrita
como:

t

ﬂ0=JMDMb%MA @)

0

Uma importante propriedade relacionando a transformada de Laplace e o teorema da con-
volucéo se estabelece na seguinte demonstragéo:

Seja y(t) = g(t) = h(t). Fazendo a L{y(t)}, temos: Y (s) = L{g(t) = h(t)}.

Como, por defini¢do, a transformada de Laplace de uma func¢éo f(t) € dada por:

Lﬂxo}=j'faw-“m: @®)
0

Temos Y(s) = fooo[g (t) = h(t)]e stdt que resulta em:
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fm fm gy (t — 1) eStdAdt 9)

u=t—A41
t =u+ A, a equacdo (9) pode ser reescrita como:

Fazendo a mudanca de variaveis: {
0 00 du = dt
717 g()h(u) e @D dAdu, ou ainda:

j-g(l) eszd/lf h(uw)e *du (10)
0 0

Note que (10) esta na forma de (9) incorporando-se a defini¢do de convolugédo, donde con-
_ o g estdA = L{g(D} = G(s)
clui-se que:s o .
J, h) e du = L{h(u)} = H(s)
Dessa forma: L{y(t)} = L{g(A)}L{h(w)}ou Y(s) = G(s)H(s).
Com isso, podemos dizer que o produto de duas fun¢bes no dominio de Laplace corres-

ponde a convolugédo delas no dominio do tempo.

3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere 0 seguinte sistema massa-amortecedor:

Figura 1 - Sistema massa-amortecedor.
B

) @
Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Em que: m representa a massa do movel, f representa a forga que esta agindo sobre o

movel e b representa o atrito das rodas com o solo.
O sistema da Figura 1 pode ser modelado pela seguinte funcao de transferéncia:

X(s) 1 1
F(s) ms2+bs 1

O estudo aqui proposto consiste em relacionar o emprego das ferramentas de transformada

de Laplace e convolucéo ao encontro das naturezas dos sinais de entrada a serem aplicadas na
equacdo (11) de forma que a resposta do sistema satisfagca a um perfil de alcance da mesma

posicao de regime permanente do mdvel sem sobressinal e 0 mais rapido possivel.
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4 RESOLUCAO VIA TRANSFORMADA DE LAPLACE
A equacdo (11) pode ser reescrita para entrada 1.U. como:

1
X(s) = m (12)

Como os polos séo reais e distintos, a resposta ao Impulso Unitario (1.U.) para o desloca-
mento x(t), baseado na equacgéo (12), pode ser calculada via a seguinte expansdo em fragdes

parciais (NISE, 2002):

X(s) = 1 A+ B
s ms2+bs s

(13)

ms
Resolvendo a equacao (13), resulta nos coeficientes: {

Substituindo em (13), resulta: X(s) = % (g - —,,>.

Fazendo a £L71{X(s)}, temos: x(t) = = (1 —em )
A resposta ao Degrau Unitério (D.U) para o deslocamento x(t), baseado em (12), resulta
em:

1
X(s) = Sz(me) (14)

Expandindo (14) em fracdes parciais:

X(s) = _4 + b + ¢ 15
> " s2(ms+b) s s2 ms+b (15)
m
A=—n
Compatibilizando as fragGes (14) e (15), resulta nos coeficientes:{ B = %
C==

itui 5 - “j_m, 1, 1
Que substituidos na equacdo (5), resultaem: X(s) = l ~to+ oD

Fazendo a L~ 1{X(s)}, temos: x(t) = (t 41 e‘at - %) _

5 RESOLUCAO VIA INTEGRAL DE CONVOLUCAO

O emprego da convolugdo continua para responder a indaga¢do na formulacdo do
problema que consistia em qual a natureza do sinal adequado para que o perfil da res-
posta do sistema ocorra sem sobressinal e o mais rapido possivel, pode se apresentar
como uma alternativa mais vantajosa como sera demonstrado a partir desta secao.
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A convolucdo continua entre dois sinais no tempo g(t) e h(t) pode ser descrita mate-

maticamente como (OGATA, 1990):
(16)

x(t) = L7HG(s)} » L7H{H(s)}

Exploraremos as respostas ao [.U. e D.U. para o deslocamento x(t) do sistema mos-

trado na figura 1, relembrando que basta conhecermos a resposta do sistema ao .U
g() = &,
,onde g(t)

Para provarmos a resposta do sistema ao .U temos:
h© = (3) (- emy
é a funcgdo de entrada e h(t) é a resposta do sistema ao impulso unitario.

Assim: x(t) = g(t) * h(t).
Escrevendo na forma de (8): x(t) = fotg(t —Ah(A)dA.

10 bA
X(t) = E 6(t—l)(1 - em)dl (17)
0

Como g(t) é afuncao de Dirac deslocada para 4, temos que a solu¢do da equacao (17)

é:x(t) = (1 —e at)
Para o D.U., basta fazermos a convoluc¢do da resposta ao .U do sistema com a fungao
g(@®) = u(t)
degrau u(t), onde: bt
Brau 0 00 ) = Lt — em

Logo: x(t) = g(t) * h(t) ouseja: x(t) = %fotu(t — D1 —em)d
Como se trata de um D.U, com A variando, temos que u(t — 1) = 1, paratodoA de 0 a

t, portanto:
t
x(t) = f 1(1 - em)d/l (18)

0
1 b M g
—[t+;€ b —;]

Resolvendo (18), chegamos em: x(t) = -
Objetivando a obteng¢do da resposta mais rapida do sistema sem sobressinal, a uma

entrada pulso simples com amplitude A e duracdo a, realizamos a seguinte convolu-
9@ = Afu(®) —u(t - a)]

cao: 1 bt .

h(e) = (3) (1 — em)

Neste caso, temos dois intervalos para a integral de convolugdo,umpara0 <t < a e

outropara t > «o.
= [, 9t = Dh(dA, x(t) = [, Au(t—2) * (%) (1-

Para 0<t< a temos: x(t) =

bt
em)dA.
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mt

Como u(t — A) é o degrau de amplitude A rebatido, temos: x(t) = %[t + %e“T -
m
;] , 0<t<oao.
Parat > atemos: x(t) = ftt_ag(t — D)h(A)dA.
mt m
Logo, x(t) = %(a + %e“T(l —eb").

Dessa forma:

A b _mt
E t+Ee b —Z, 0<t<a

x(t) = A m  mt m (19)
E(a+3e b(l—eb ), t>a

6 DISCUSSAO

Utilizando o Matlab, foram plotados os graficos das respostas desse sistema ao L.U. e
ao D.U.,, mostrados na figura 2, considerandom = 1Kge b = 1Ns/m.

— 1 — ot
Resposta ao 1.U.: {X(:?(t) i e_et

— -t
Resposta ao D.U.: {x(tg(t—) :11+_te+_:e :

Para analisarmos o comportamento do sistema a uma entrada pulso simples utili-
zando o Matlab, foram fixados m = 1Kg e b = 1Ns/m e variado a amplitude A e a dura-

¢do do pulso o .
Da equacao (19), pode-se concluir que a medida que t tende a infinito o valor de re-

: A Lo ~ :
gime permanente tende para S Como ¢é de interesse a observac¢do da velocidade de

convergéncia para atingir o regime permanente sem sobressinal, como resposta a entrada
pulso simples, a Figura 3 apresenta resultados de simula¢do no ambiente Matlab para al-
guns valoresde Ae a.

Figura 2 - Respostas de x(t)ao I.U a esquerda e ao D.U a direita.

Impulse Response Stap Responze

2.5

2L
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mplit de:

1k
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o o
o 1 2 3 a 5 6 7 8 Q L) 1 1.2 z 25 a
Time {seconds) Time (seconds)

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 3 — Na esquerda as respostas x(t) a entrada pulso simples, com variac6es de amplitude e
largura, a direita respostas x(t) ao pulso (A = 8; « = 0,125) e ao |.U.
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Comparando o Pulso com .U

Variagao da Amplitude(A) e Duragdo do Pulso(alpha)

09 o 0.9 | Respostaan’

— o
ArgimsOzs Pulso com

0.8 <a 081 n=g
o : 07
/ o
2 o6 / 08
2 / g
A=1,a=1 Respestaaa LU
8 05 / 0.5
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Conforme mostrado na Figura 3, a modulagdo do pulso simples, aumentando ampli-
tude e estreitando a largura dele, praticamente nao surte efeito na reducao do tempo para
atingir o regime permanente.

Como ideia de investigacdo a provocacao de se obter um sinal de saida que tenha
tempo de acomodacdo mais rapida sem sobressinal, em relacdao ao pulso simples, procu-
ramos a seguir explorar a convolucdo do sistema com um trem de pulsos de amplitude A
e frequéncia (g) Hz, em que n é o nimero de ciclos na largura a do pulso simples, con-

forme mostrado na Figura 4.

Figura 4 - Descricdo do trem de pulsos de
entrada aplicado.

/N
§ Forma de Onda
E Il Pulso simples
E- B Trem de Pulsos
<
i s A=1, @=1
T A=1, f=2Hz
N
T=05s 1 tempo(s) [
B

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Modelamos a funcao trem de pulsos de amplitude A e duracdo a através da seguinte
série de  Fourier  Trigonométrica = (ALEXANDER e  SADIKU, 2013):

g© = (D)a-em
h(t) =5+230, Esen (2"”’“)] k=1,35,..

[04

,onde n namero de ciclos na janela «.

A resposta convoluida entre as fungdes g(t) e h(t) é dada por: f(t) =2t

2
bt
"I% Z;ozlk% (COS (ZTTth) - 1) + %(e‘ﬁ - 1) * %Z’io:l% [_IB“e—C“ + ca?[£ cosp -

ca

senﬁ]] [m], onde ¢ = %, f = 2nnk e k é o indice da série.

Podemos concluir baseado na Figura 5 que a aplicagdo de um trem de pulsos na en-
trada do sistema satisfaz ao perfil de resposta desejada com menor tempo de convergén-
cia, porém com ultrapassagem do valor de regime. Tal ultrapassagem, devido a inércia,
poderia ser fisicamente evitada através de uma interrupgao do sinal de entrada a ser apli-
cada no sistema num instante de tempo conveniente.
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Cabe ressaltar que tal estratégia de interrupgao poderia ser igualmente aplicada para
o caso de uma entrada pulso simples D.U., conforme mostrado na Figura 2, de tal forma a
acelerar a convergéncia para o regime permanente desejado. No entanto, para este caso
de aplicagdo D.U. simples, a fim de reduzir mais ainda mais o tempo de convergéncia para
o regime, demandaria o aumento da amplitude do degrau, o que seria dispensavel na mo-
dulacao por trem de pulsos, cabendo somente, neste caso, aumentar a frequéncia de mo-
dulagdo do trem de pulsos mantendo a amplitude constante.

Figura 5 - Perfis de respostas x(t) ao 1.U., pulso
simples e trem de pulsos.

Comparando o Pulso, LU e Trem de Pulsos

Wz Julso simples, A=1¢ =1

o8
BN
—— trem de Pulsos A=1, =1 e f =2Hz

Impulso Unitario

deslocamento

= o

tempo (seconds)

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

7 CONCLUSAO

Pode-se concluir, através da resolugdo da resposta do sistema pelos métodos de
transformada de Laplace e Convolucdao Continua, que a utilizacdo deste ultimo ao projeto
de perfis de resposta desejados, oferece um caminho alternativo ao projetista a obtencao
do sinal de saida desejado, permitindo um desenvolvimento analitico relativamente me-
nos exaustivo, principalmente nos casos de aplicagdo de sinais de entrada mais comple-
x0s, por exemplo, como a entrada pulsada utilizada neste trabalho.

Cabe ressaltar que a utilizacdo de programas computacionais que podem vir a ser de-
senvolvidos como recurso grafico a obtencao do resultado da convolucdo continua em
questdo, contribuiria sobremaneira no projeto e analise de perfis de resposta.

Acreditamos que o trabalho contribui ao ensino de disciplinas tais como sinais e sis-
temas e correlatas dos cursos de engenharia, na medida em que ele oferece perspectivas
de resolucdo de respostas de sistemas lineares através da visdo sistematizada de conteu-
dos, conduzindo alunos e profissionais de engenharia a reflexdo aprofundada e util sobre
tais contéudos.

Aspectos adicionais importantes das relacdes intrinsecas existentes entre as ferra-
mentas de andlise tratadas neste trabalho serdo mais explorados em trabalhos futuros
por meio da aplicagdo do ambiente Simulink e do desenvolvimento de programas livres
que implementem graficamente a integral de convolucao.

Além disso, em trabalhos futuros, pretendemos desenvolver a modelagem matema-
tica que descreve a dinamica dos efeitos da interrup¢do da entrada trem de pulsos, a fim
de se evitar a ultrapassagem do valor de regime permanente, devido a inércia, bem como
as respectivas simula¢des nos ambientes Matlab e Simulink, uteis e desencadeadoras de
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exploragdo interdisciplinar das disciplinas de fisica e matematica nos cursos de engenha-
ria.
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INVERSE LAPLACE TRANSFORM VERSUS CONVOLUTION
INTEGRALS IN OBTAINING RESPONSES OF LINEAR SYSTEMS - A
DIDATIC CASE STUDY

Abstract: The response of linear systems to an input of a given nature can be obtained by math-
ematical tools such as algebraic operations of partial fraction expansion of the transfer func-
tion of the linear system in question and its anti-transformed Laplace counterpart. However,
the response analysis due to changes in the nature of the input signal through the use of such a
tool becomes relatively exhaustive and blind in relation to having a previous notion of the re-
sponse profile. In order to discuss a methodology related to the Laplace transform, an alterna-
tive to the design and analysis of response profiles of a linear system subject to different input
natures, we explored the use of the convolution theorem, evidencing its complexity of differen-
tiated development and the possibility of abstraction of the response profile to be formed. A
mass-damping system is used as the physical model for the study.

Key-words: Laplace Transforms, Signals Analysis, Signal Processing, Convolution Integral,
Teaching.

Organizacao: Realizacao:

v Fiks N MOING: ,EUFBA & ABENGE

Associogio Urasieiro de EQucogdo em Engenhoria


https://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_Laplace_transform

