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Resumo: A maior parte dos alunos costuma se assustar quando são solicitados a resolver problemas “com enunciado”. Como começar? Como resolver? Em Cálculo isto também ocorre e é freqüente o comentário de que os problemas “de contas” são mais fáceis, e que os problemas com enunciado são difíceis de ler e difíceis de resolver. Em particular, este comentário se torna mais constante ao ensinarmos a resolver problemas que envolvem taxas relacionadas. É possível ensinar a resolver problemas de taxas relacionadas? Quais as principais dificuldades dos alunos na resolução desses problemas? Este artigo busca discutir alguns aspectos que envolvem os problemas de taxas relacionadas e levantar algumas hipóteses a respeito das causas das dificuldades dos alunos com esse tipo de problema.
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1 introdução

Nas aulas de Matemática é frequente a expressão de desagrado dos alunos quando, após as explicações sobre algum conteúdo, passamos a aplicar o que foi ensinado resolvendo alguns problemas. Já há muito tempo se discute a respeito da resolução de problemas, mas essas discussões ainda não são suficientes para dar conta de muitas das dificuldades dos alunos. 

No ensino de Cálculo Diferencial e Integral há também queixas recorrentes de professores e alunos relacionados às dificuldades na resolução de problemas. Uma das vantagens do Cálculo é sua capacidade de resolver problemas de diversas áreas. Entretanto, ao contrário de muitos dos exercícios dos livros didáticos, os problemas não são postos de uma forma pronta para o simples cálculo da derivada ou de uma integral. É necessário ter habilidade de transformar um problema da realidade em um problema que deve ser resolvido com o auxílio da linguagem matemática e de modelos geométricos. 
Em Cálculo, quando se estudam as aplicações das derivadas, encontramos esses problemas associados ao cálculo de máximos e mínimos de funções, problemas de cálculo de taxas de variação e os chamados problemas de “taxa relacionada”.

Mas o que é um problema de taxa relacionada? Quais as principais dificuldades dos alunos na resolução desses problemas? É possível ensinar os alunos a resolver problemas de taxas relacionadas? O que pode ser feito para ajudar os estudantes? Este artigo busca discutir alguns aspectos dos problemas de taxas relacionadas e levantar algumas hipóteses a respeito das causas das dificuldades dos alunos com esse tipo de problema. 
2 prOBLEMAS DE TAXA RELACIONADA

Há vários problemas em que uma quantidade está relacionada à outra, e ambas variam em função de uma terceira. Em geral, quando duas ou mais quantidades estão relacionadas umas as outras, suas taxas de variação em relação ao tempo estão também relacionadas.  Assim, se uma variável x é função do tempo t, a taxa de variação de x em relação ao tempo é dada por [image: image2.png]dx



. Se uma segunda variável y também varia em função de t, tem-se [image: image4.png]


. Quando duas ou mais variáveis, todas funções de t, são relacionadas entre si por uma equação, a relação entre suas taxas de variação pode ser obtida diferenciando a equação em relação a t. Um problema desse tipo é chamado de problema de taxas relacionadas. 
Não é incomum um problema envolver várias taxas de variação. Em problemas de taxas relacionadas há a preocupação com as relações entre as várias variáveis e como a taxa de variação de uma afeta a taxa de variação da outra. Alguns problemas bem comuns de taxas relacionadas que podem ser encontrados em livros didáticos são o da escada apoiada na parede, o que trata da taxa de água em um tanque em forma de um cone, o problema de um balão subindo ou ainda este outro de dois carros que se encontram em uma rodovia (FINNEY et al, 2001):

Uma viatura de polícia, vindo do norte e aproximando-se de um cruzamento em ângulo reto, está perseguindo um carro em alta velocidade, que no cruzamento toma a direção leste. Quando a viatura está a 6 mi ao norte do cruzamento e o carro fugitivo a 0,8 mi a leste, o radar da polícia detecta que a distância entre a viatura e o fugitivo está aumentando a 20 mi/h. Se a viatura está se deslocando a 60 mi/h no instante dessa medida, qual é a velocidade do fugitivo? (p.200)

Em geral, têm-se algumas diretrizes que podem ser seguidas para bem resolver os problemas de taxas relacionadas que ajudam os alunos a minimizar os erros, embora nem sempre sejam seguidas pelos estudantes.

Em primeiro lugar, recomenda-se que se faça uma figura da situação envolvida, se for possível. Depois, as variáveis devem ser definidas. Em geral, as variáveis dependem de t, que quase sempre é o tempo. Deve-se então escrever todos os fatos numéricos conhecidos sobre as variáveis e suas derivadas em relação a t, e obter uma equação envolvendo as variáveis que dependem de t. Em seguida, derivam-se em relação a t ambos os membros da equação encontrada na etapa anterior. Por fim, substituem-se os valores de quantidades conhecidas na equação da etapa anterior e resolve-se em termos da quantidade desejada.

Vamos proceder à resolução do problema da perseguição na rodovia da destacando as etapas anteriormente descritas.

O desenho da situação descrita pelo problema deve ser feito considerando o carro do fugitivo e a viatura no plano, usando o eixo x positivo como a parte da estrada que vai para o leste e o eixo y positivo como a parte da estrada que vem do norte (Figura 1). 

Figura 1 – Perseguição na rodovia
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Com relação às variáveis, t é o tempo, x é a posição do carro do fugitivo no tempo t, y é a posição da viatura no tempo t, e s é a distância entre o carro do fugitivo e a viatura no tempo t. Nesse caso, x, y e s são funções deriváveis em relação a t.

Quais são as informações fornecidas pelo problema, ou seja, já conhecidas? No instante em questão, sabe-se que:

x = 0,8 mi         y = 0,6 mi         [image: image7.png]


– 60 mi/h        [image: image9.png]


 20 mi/h

Observa-se que [image: image11.png]


 é negativa, pois y está diminuindo. 

Como essas variáveis estão relacionadas entre si? 

Pela figura 1, pode-se verificar que s2 = x2 + y 2. Derivando esta equação em relação a t, temos: 
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Calculando [image: image18.png]ds



 com os valores conhecidos chega-se ao valor de [image: image20.png]dx



 = 70 mi/h.
A solução deste problema que, seguindo os passos sugeridos, pode parecer simples para nós professores, não apresenta, entretanto o mesmo grau de dificuldade para os alunos. 

2.1 Dificuldades na resolução de problemas

Nos problemas de Cálculo, a primeira tarefa é desenvolver um modelo de interpretação da realidade em termos de variáveis, funções, equações e outros tipos de relações. Depois de modelado, o próximo passo é resolver o problema usando as ferramentas adequadas. Mas em que passo desse percurso se encontra as dificuldades dos alunos? Estão elas relacionadas ao conteúdo matemático envolvido ou na interpretação do enunciado dos problemas? 

Uma parte das dificuldades apresentadas pelos alunos em determinado tópico de ensino podem estar diretamente relacionadas com a falta de sincronia entre os conceitos por eles aprendidos ao longo da sua trajetória escolar e os conceitos novos que serão aprendidos. Para a compreensão adequada de alguns conteúdos é necessário apelar muitas vezes para a álgebra do ensino médio ou a geometria do ensino fundamental. Assim, deficiências trazidas da álgebra, da aritmética, da geometria plana e espacial contribuem para o insucesso também em problemas no ensino superior em disciplinas como o Cálculo Diferencial e Integral. 

Além disso, problemas mais elaborados de aplicação de conteúdos do Cálculo como limites, derivadas e integrais, e que exigem uma compreensão conceitual, costumam gerar mais dificuldades nos alunos do que exercícios que se baseiam somente em manipulações algébricas (VINNER apud SOUZA & BURIASCO, 2003).

Balomenos, Mundy & Dick (1994) lembram que, para resolvermos muitos problemas de aplicação tradicionalmente incluídos no Cálculo, é essencial a habilidade para construir uma representação pictórica de uma configuração geométrica com base numa descrição verbal complicada. Assim, os autores destacam a importância que os conhecimentos de Geometria têm na compreensão dos conceitos e na resolução de problemas de Cálculo Diferencial e Integral. 
A importância de se criar uma figura ou representação que auxilie a resolução de problemas também é discutida por Frota (2004) que destaca o pouco uso de estratégias gráfico-numéricas entre alunos de Cálculo em cursos de Engenharia, bem como o pouco incentivo dado pelos professores ao uso das várias formas de representação em Matemática:

Um conjunto de fatores conspira para que a sala de aula continue a se mover sob a batuta invisível de um maestro que define a priori como melhor forma de representação a verbal-algébrica; a mais lógica, seqüencial, analítica e, portanto,“matematicamente correta”ou “circunstancialmente correta” face aos constrangimentos econômico-sociais, dentre outros. Dessa forma os alunos, mais uma vez são podados nas suas iniciativas de procurar formas visuais de representação de suas idéias matemáticas. Representações visuais, ainda que não convencionais, poderiam ser um bom começo para se avançar, com vistas a construções de conceitos tão complexos quanto os de funções, limites, continuidade, derivadas, integrais (FROTA, 2004, p.17).
Pela resolução apresentada para o problema da perseguição na rodovia e para muitos outros que envolvem taxas relacionadas, desenhar a figura correspondente a situação em foco é o primeiro passo para o sucesso na resolução do problema. 

Elaborar um diagrama a partir do enunciado verbal é uma habilidade crucial para muitos problemas de cálculo, assim como o é organizar o enunciado verbal do que é dado e do que é dado e do que é para ser provado. [...] Para traduzir o deslizamento de uma escada de mão, parede abaixo, numa representação geométrica significativa ou para representar a areia que se acumula formando um monte de forma cônica, o aluno deve formular representações bidimensionais que expressem situações dinâmicas tridimensionais (BALOMENOS, MUNDY & DICK, 1994, p.242, 246).
2.2 A resolução de problemas de Taxas relacionadas por alunos de Engenharia

       Como já mencionamos anteriormente, os alunos de Cálculo sentem muita dificuldade em resolver os problemas sobre taxas relacionadas. O que os levam a não entenderem? Quais são as verdadeiras dificuldades encontradas? A fim de investigar como os alunos resolvem esse tipo de problema, propomos um teste com quatro questões sobre taxas relacionadas, que foi aplicado a 17 alunos repetentes de uma turma do Curso de Engenharia em uma Universidade no Rio de Janeiro, no segundo semestre de 2008
. 

Os quatro problemas aplicados aos alunos apresentavam como modelo geométrico o triângulo retângulo. O fato de os alunos em questão serem repetentes nos alertou para a necessidade de fornecer maior apoio a esses alunos para a realização das atividades. Ou seja, era necessário que fosse fornecido a esses alunos, durante as aulas e durante a realização dos exercícios, instruções mais precisas em relação à leitura e interpretação de cada informação dada nas atividades em questão. Assim, durante a realização das atividades optou-se por fornecer aos estudantes um roteiro que os lembrasse os passos mais importantes para a resolução das mesmas, como já mencionamos no começo deste artigo. Dessa forma, os alunos foram orientados a fazer inicialmente um esboço geométrico da situação, o que todos se esforçaram para fazer em todas as questões.

Quanto aos problemas podemos dizer que o primeiro e o quarto versavam sobre a mesma situação, isto é, o conhecido problema de uma escada apoiada em uma parede. No primeiro problema era pedido [image: image22.png]dy



(taxa de deslizamento vertical parede abaixo), no qual era necessário estabelecer uma relação entre as variáveis x e y. No quarto problema pedia-se [image: image24.png]ae



(variação do ângulo da base), no qual era possível estabelecer uma relação entre as variáveis x,y e[image: image26.png]


, ou somente entre as variáveis x e [image: image28.png]


, já que [image: image30.png]dy



 não era dado no problema. Durante a resolução da quarta questão alguns alunos optaram pelo primeiro caminho, estabelecendo a relação [image: image32.png]Y
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, o que tornava o problema mais difícil, pois apenas com a relação entre x e [image: image34.png]


 a resposta poderia ser alcançada. Os que optaram pela relação que envolvia as três variáveis, tinham ainda que calcular [image: image36.png]


. Os erros se deram no cálculo da derivação implícita, no estabelecimento da relação entre as variáveis x e y ou ainda na substituição dos dados antes de proceder à derivação. Dos problemas propostos o que apresentou mais acertos foi o primeiro problema e o de menor acerto foi o quarto.

A situação abordada no segundo problema é similar ao que consta do corpo desse artigo, ou seja, dois carros que se deslocam em direção a interseção de duas rodovias. Foi pedida a taxa de aproximação dos carros. Os erros cometidos pelos alunos nesse problema foram de natureza diversa. Alguns alunos não realizaram corretamente a conversão das unidades de medidas (metros para quilômetros ou vice-versa) ou não levaram em consideração que os veículos estavam trafegando em sentidos contrários ao de percurso. Outros, apesar das recomendações, não esboçaram a situação de forma correta considerando um dos carros em um instante já depois do cruzamento.

No terceiro problema a situação era a de uma pessoa que se dirigia a um poste de luz e queríamos determinar a taxa de variação do tamanho da sua sombra em relação ao tempo. Mais uma vez todos os alunos fizeram o esboço da situação com um desenho. Nesse caso, somente os que fizeram corretamente uma representação gráfica da situação proposta foram capazes de estabelecer a relação de semelhança necessária para a resolução do problema. 

3 considerações finais

O presente artigo teve como objetivo discutir a respeito de problemas de taxas relacionadas e mostrar algumas das dificuldades que os alunos apresentaram na resolução de problemas e algumas preocupações iniciais na intenção de promover estratégias para melhorar o aprendizado dos alunos em situações envolvendo taxas relacionadas. Tendo sido solicitado aos alunos que fizessem um esboço da situação presente em cada um dos problemas do teste, notamos que foram fundamentais conhecimentos básicos de Geometria Plana para o maior entendimento da situação e estabelecimento das relações entre as variáveis envolvidas. 

É claro que vários conceitos matemáticos foram mobilizados na resolução dos exercícios, bem como a leitura dos problemas e sua codificação para o modelo matemático. Esse trabalho vem como um alerta para nos posicionarmos em relação ao ensinar taxas relacionadas e demais áreas do Cálculo, pois muitos dos erros dos alunos não residem no Cálculo, mas na falta de conhecimentos anteriores, como também constata Cury (2004):

A análise dos erros cometidos pelos estudantes, em provas ou em trabalhos de sala de aula, mostra que os estudantes não dominam conteúdos de Álgebra e Geometria do ensino fundamental, bem como os relativos à Trigonometria e Geometria Espacial, do ensino médio. Esse problema, somando-se a dificuldades de abstração e generalização, leva muitos alunos a reprovar na disciplina ou evadir-se dos cursos da área de Ciências Exatas (p.29)

Mas necessário se faz olhar mais de perto para os erros cometidos pelos alunos pois, como lembra Brousseau (apud CURY): 

O erro não é somente o efeito da ignorância, da incerteza, do acaso, como se acredita nas teorias empiristas ou behavioristas da aprendizagem, mas no efeito de um conhecimento anterior, que tinha seu interesse, seu sucesso, mas que agora se revela falso, ou simplesmente inadaptado. Os erros desse tipo não são instáveis e imprevisíveis, eles são constituídos em obstáculos (p.33) 

As discussões feitas neste texto, ainda que de um estudo inicial, nos fazem refletir sobre a necessidade de repensar o ensino de Cálculo e das taxas relacionadas, tanto para alunos regulares quanto para repetentes, empregando metodologias e recursos variados, com atividades diversas e roteiros de estudo, buscando suprir muitas lacunas em termos de conhecimentos pré-requisitos.
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INVESTIGATING DIFFICULTIES OF CALCULUS STUDENTS ON RELATED RATES PROBLEMS 
Abstract: The majority of students use to be scared when they are asked to solve “word problems”. How to start it? How to solve it? In Calculus it happens frequently and the students’ comments are that problems which involve calculations are easier and word problems are more difficult to read and solve. In particular, this kind of comment becomes more common when we are teaching to solve related rates problems. Is it possible to teach how to solve related rates problems? Which are the main students’ difficulties when they are solving these problems? The objective of this paper is to discuss some aspects of related rates problems and to formulate hypothesis about causes of the of students’ mistakes. 
Key-words: Calculus, Problems resolution, Related Rates.

� As atividades propostas aos alunos são parte de um estudo para Dissertação de Mestrado em andamento do primeiro autor, orientado pelo segundo.
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