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Resumo: A Teoria dos Jogos (TJ) encontra aplicações em diversas áreas da engenharia, porém é ainda assunto fora dos currículos de graduação. Neste artigo, apresentamos uma proposta de solução para um problema de coordenação de robôs num ambiente com disputa por recursos. O objetivo dessa análise é apresentar aos alunos da graduação TJ como mais uma ferramenta para a solução de problemas em engenharia destacando seus pontos fortes e limitações. 
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1 introdução

       A Teoria dos Jogos (TJ) consiste na descrição, em linguagem matemática, de situações de conflito envolvendo um ou mais agentes. Há um vasto campo de aplicações da teoria em diversas áreas do conhecimento, desde sociologia, economia, política e estudos em matemática pura; mas também aos problemas de engenharia.
Situações em que há interação de agentes em um determinado ambiente onde as ações individuais alteram a configuração do sistema e influenciam na tomada de decisão dos demais agentes, são recorrentes em problemas de engenharia. A teoria dos jogos é uma ferramenta para modelagem desse tipo de situação, porém, geralmente não é apresentada aos alunos nos cursos de graduação em engenharia, onde ainda persiste o modelo de ensino em que a solução de problemas é normalmente vista a partir de um exemplo ao qual é aplicada uma solução típica. Dessa solução chega-se a uma relação geral de entradas e saídas e os problemas são normalmente adaptados para se encaixarem no modelo da solução. Assim, o professor não estimula o aluno de graduação a questionar os modelos que aplica, e eles (professores e alunos) poucas vezes percebem que resolvem problemas de maneira repetitiva, e que isso não promove competências para lidar com situações que ainda não lhe foram apresentadas, ou que fogem ao alcance do modelo utilizado.
Nesse contexto, a TJ mostra-se como mais uma opção à abordagem de problemas em função da sua generalidade. A formulação geral da teoria implica em um vasto campo de situações comuns em engenharia que podem ser analisadas. É importante ressaltar que a teoria não deve ser apresentada como uma “fórmula mágica” capaz de resolver a análise de qualquer situação (o que recorreria nas falhas das abordagens com métodos clássicos), o objetivo da abordagem por TJ é o confrontamento com os métodos clássicos de cada área específica para que possam ser analisados os custos de cada abordagem, vantagens e desvantagens. Espera-se que, inserindo esse modelo de análise de problemas por diferentes ângulos, o aluno de graduação tenha uma formação mais ampla, desenvolvendo capacidade de análise crítica de situações diversas.

Partindo do objetivo de apresentar a TJ como ferramenta de análise de problemas de engenharia, o restante deste artigo apresenta: um histórico na Seção 2, uma introdução teórica e uma formulação geral de TJ para problemas de robótica nas Seções 3 e 4, respectivamente. Seguindo para o estudo de um problema específico - a coordenação de tarefas de múltiplos robôs é apresentada em termos de TJ na Seção 5 e então aplicada a dois robôs simulados num ambiente 2D, Seção 6.
2 Histórico 
Os primeiros registros sobre teoria dos jogos datam do início do século XVIII, numa carta de 1713 escrita a Pierre-Remond de Montmort, James Waldegrave propunha uma solução em estratégias mistas para o jogo “le Her” (Sartini, et al  2004). A carta foi encaminhada a Nicolas Bernoulli, discutindo a solução proposta por Waldergrave, contudo, a abordagem não foi estendida a outros jogos e não houve definição como teoria formal.

Até início do século XX alguns trabalhos foram publicados tomando por base análises semelhantes aos conceitos de TJ, mas o verdadeiro “boom” só ocorre com os estudos de Jon Von Neumann. Ele demonstrou que todo jogo finito de soma zero (i.e., o ganho de um jogador é a perda de outro), com duas pessoas, possui uma solução em estratégia mista. A teoria ganha visibilidade quando, em 1944, Von Neumann e Morgenstern publicam “Theory of Games and Economic Behavior” (Neumann & Morgenstern, 1990), contendo uma exposição e aplicações da teoria.

Hoje a aplicação de TJ na engenharia envolve problemas diversos, a abordagem geral da teoria implica numa aplicação direta a problemas de compartilhamento de recursos e de negociação interativa em mercados. São exemplos desses problemas o controle de tráfego em redes de computadores (Nhat, et al  2005) e o mercado de energia elétrica ( Sore,et al 2006). Além dos problemas que se assemelham à proposta geral da teoria, uma escolha apropriada de jogadores e funções implica numa gama de situações que podem ser resolvidas, como, por exemplo, o controle de patas de robôs em superfícies irregulares (Huntsberger, et al 2006).
3 CONCEITOS BÁSICOS
3.1 Conceitos teóricos 
Matematicamente, a TJ pode ser definida como a teoria dos modelos matemáticos que estuda a escolha de decisões ótimas sob condições de conflito. O elemento básico em um jogo é o conjunto de jogadores que dele participam. Cada jogador tem um conjunto de estratégias. Quando cada jogador escolhe sua estratégia, temos então uma situação ou perfil no espaço de todas as situações (perfis) possíveis. Cada jogador tem interesse ou preferências para cada situação no jogo. Em termos matemáticos, cada jogador tem uma função utilidade que atribui um número real (o ganho ou payoff do jogador) a cada situação do jogo (Sartini, et al 2004).   
3.2 Os elementos básicos de um jogo:
•
Os jogadores: agentes racionais capazes de tomar decisões.
•
Os estágios: refere-se ao número de vezes que um ou mais jogadores são chamados a agir.

•
Os estados: representam as informações sobre o jogo em um determinado estágio.

•
A estratégia do jogador: é a escolha de qual ação o jogador tomará para cada possível estágio do jogo que possa vir a ocorrer. Pode ser classificada em Estratégia pura e Estratégia mista de um jogo. No primeiro caso é uma especificação determinística, ou seja, para mesma situação sempre a mesma ação, enquanto no segundo há uma especificação de distribuição de probabilidade sobre o conjunto de ações. A ação, neste caso, é tomada a partir de uma amostragem randômica numa distribuição probabilística, para uma mesma situação nem sempre será a adotada a mesma ação.

•
A estratégia do jogo: é o conjunto de estratégias dos jogadores.

•
A função utilidade: corresponde ao valor da penalidade (ou recompensa) que um jogador recebe por tomar determinada ação em algum estágio do jogo, os jogadores são motivados a tomar decisões com base nessa função tentando minimizar a penalidade (ou maximizar a recompensa).

•
A natureza num jogo: é uma simulação dos efeitos externos não controláveis, e pode ser modelada como um jogador extra ao grupo de jogadores racionais, serve para modelar efeitos como de ruído e outras ações não controláveis.

3.3 Tipos de Jogos
•
Jogos cooperativos: os jogadores concordam em escolher suas ações em harmonia visando resultados que sejam benéficos para o conjunto dos jogadores.

•
Jogos não-cooperativos: os jogadores levam em conta interesses conflitantes com outros jogadores e tentam minimizar sua perda (ou maximizar seus próprios ganhos). A “solução” de um jogo não-cooperativo seria um equilíbrio dos interesses conflitantes dos jogadores, em outras palavras, uma mudança unilateral de jogadores não é capaz de melhorar seus próprios retornos.
•
Jogos estáticos: a ação de um jogador não influencia na tomada de decisão de outros jogadores.
•
Jogos dinâmicos: o jogador se baseia em informações sobre o jogo. Neste caso, a quantidade de informações que cada jogador tem sobre os estados do jogo e sobre as ações anteriores dos outros jogadores são fatores relevantes.
4 Formulação Geral Para Problemas de Robótica
Nessa seção, baseados na proposta (LaValle, et al 1993),  apresentamos a TJ como um formalismo geral para a modelagem de problemas de coordenação de robôs. Os cenários de jogos, a determinação das ações, o tratamento de informações prévias e o formalismo na aquisição de novas informações, além dos conceitos de cooperação e análises estatísticas, são conceitos básicos tratados pela teoria e que são comuns aos cenários de robótica. De acordo com (LaValle, et al 1993), podemos aplicar esses conceitos à coordenação de robôs utilizando os seguintes elementos de TJ:

•
Um conjunto N de jogadores: composto por subconjuntos que representam as classes de jogadores. Com essas classes podemos definir, por exemplo, robôs, obstáculos e natureza.
•
Um conjunto K de estágios: pode ser finito, infinito, ou pode ser condicionado a um estado do jogo, sendo possível determinar que o jogo acabe quando todos os jogadores atingirem seus objetivos.
•
Um conjunto X do ambiente: em um dado estágio (estado do espaço). Este conjunto contém a informação da posição de robôs e obstáculos a cada instante, além de outras informações necessárias à descrição do ambiente. Para um número discreto de estágios, o número de estados é igual ao número de estágios n acrescido de um, isso porque a condição inicial também define um estado do jogo. 

•
Um conjunto U de ações disponíveis: a cada estado, o conjunto informa ao jogador suas opções de decisão.
•
A função f(U): determina a transição dos estados do jogo. Através dessa função, descreve-se a influência das ações de cada jogador no ambiente do jogo.
•
Um conjunto Y: descreve o espaço para cada jogador, sintetiza a informação que pode ser obtida por sensores, visão computacional ou qualquer outro sistema de aquisição de dados. 
•
Um conjunto η: para cada jogador a cada estágio, acumula as decisões tomadas ao longo do jogo pelos jogadores. η define a estrutura de informação do jogo.

•
O conjunto γ: faz o mapeamento das possíveis informações η com as possíveis ações U, esta associação é a base para a definição das possíveis estratégias que é representada pelo conjunto Γ (espaço de estratégia do jogador). 
•
Um conjunto agregado α: é composto por elementos obtidos de Γ, define as ações que devem ser tomadas ao longo do jogo em função da estratégia adotada a cada estágio.
•
A função utilidade L: para cada jogador, soma o custo de cada ação tomada ao longo do jogo. Essa função define o objetivo do robô no jogo, pois todas as ações serão tomadas pelo princípio de minimizar o resultado dessa função.
A representação esquemática de descrição desses elementos é dada pela Figura 1.
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Os conjuntos podem ser descritos de maneira diferente para situações de maior ou menor nível de complexidade. Nem sempre é preciso explicitar formalmente as informações, elas podem estar embutidas no algoritmo de cada jogador para cenários mais simples e para um número limitado de ações. Observe que a descrição é geral para as classes de jogadores, mas pode ser simplificada em função das restrições de cada jogador. Para os obstáculos, por exemplo, assumindo que os robôs não devem tocá-los, pode-se definir esquemas como: a) estados não permitidos, ou b) atribuir altos valores de perda para movimentação em direção ao obstáculo, de tal forma que esse movimento nunca seja atrativo, do ponto de vista numérico, em relação às outras opções.

5 Estudo de caso: coordenação de dois robôs num ambiente de trabalho com conflito de interesses
O ambiente em questão é um corredor em formato de H, de forma que aparecerá uma situação de disputa quando ambos os robôs necessitarem cruzar a posição central do corredor. A Figura 2 (a) representa o ambiente, suas posições foram numeradas de S1 a S9. Nas posições S2 e S8 existem obstáculos que impedem a ocupação destas pelos robôs. Existem dois robôs, R1 e R2 que inicialmente ocupam as posições S1 e S3, respectivamente, conforme a Figura 2 (b). O objetivo é atingir a situação em que o robô R1 está na posição S9 e o robô R2 na posição S7, Figura 2 (c).
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Figura 2 – (a) Ambiente do jogo. (b) Estado inicial do jogo. (c) Objetivo do jogo, posição final dos robôs. 
5.1 Aplicação da TJ à situação proposta

A formulação do problema, aplicando teoria dos jogos, é dada de maneira simplificada para a situação:
•
Jogadores: N = {R, B}; Os jogadores ou agentes são divididos em duas classes:

· Robôs: R = {R1, R2}.

· Obstáculos: B = {B1, B2}.

•
Conjuntos de ações: U = {← , → , ↑ , ↓ , #}. Os símbolos representam mover-se para esquerda, direita, para cima, para baixo e permanecer parado, respectivamente. As ações são possíveis apenas para a classe de robôs, não há ações possíveis para os obstáculos.

•
Conjunto de estágios: K = {1, 2, 3, 4..., n}; O valor de n deve ser grande o suficiente para que o jogo atinja o seu eventual estado de equilíbrio (objetivo do jogo).
•
Conjunto de estados: X = {x1, x2, x3, x4..., x(n+1)}; Cada elemento carrega informações sobre a posição dos robôs e dos obstáculos em cada estágio. Essa posição é codificada de acordo com o mapeamento das posições Si na Figura 2(a).
•
A estrutura de informação dos robôs (Y) é dada pela condição das posições adjacentes à posição atual, ou seja, o robô verifica as posições adjacentes e recebe todas as suas informações, avalia se elas estão ocupadas (por outros jogadores, robô ou obstáculo) ou se estão livres, ou ainda se elas são posições fora do mapa. O robô deve ainda calcular a distância dessas posições ao seu objetivo.

•
Partindo de Y, a função custo L é calculada para cada elemento de U. Note que o conjunto U pode ser variável em função de Y, para manter o conjunto constante foi estabelecido um custo infinito para ações que levem o robô a situações não permitidas (tocar outro jogador ou sair do cenário), de forma que todas as ações são sempre permitidas, mas nem sempre convenientes pelo seu alto custo.

•
A ação a ser tomada pelo robô (estratégia) em cada estágio é sempre a de minimizar L. A equação de transição de estados (mostrada na parte inferior da Figura 1) é a responsável por associar informações, ações e custo à estratégia do jogador.
•
A natureza do jogo é responsável por determinar, de modo aleatório, qual jogador é convocado a realizar uma ação no primeiro estágio.

5.2 Ambiente de Implementação
O ambiente de implementação foi o software Matlab, no qual foram simulados em modo gráfico o cenário e os robôs descritos na Figura 2. Definido o estado inicial do jogo, um robô é escolhido aleatoriamente para o primeiro estágio (k = 1). Em sua vez de jogar, cada robô analisa todas as possibilidades de ação contidas no conjunto U.
A equação de transição faz o robô optar pela ação que lhe é mais conveniente, ou seja, a que retorna menor valor na função custo. Tomada a decisão, sua posição é atualizada no cenário, armazenado em X. No estágio seguinte (k = 2), a vez é do outro jogador e a escolha da ação é feita da mesma maneira. O processo continua até que se atinja o número de estágios total do jogo (n). 
A função custo é o fundamento básico para definição de estratégias em qualquer aplicação de TJ. Uma vez descrito o problema, a modificação dessa função altera todos os resultados. Assim, a apresentação do programa é ditada por essa função. O modelo da função custo utilizada tem como parâmetros a distância da posição atual do robô ao seu objetivo, além das condições do ambiente ao redor. É atribuído custo infinito para os seguintes movimentos do robô: (a) ocupação de posição ocupada por outro robô, (b) tentativa de avançar sobre um obstáculo ou (c) execução de um movimento que o faça sair do ambiente de trabalho. Para os outros casos, a função é dada pela Equação, 1 que é dividida em um termo variável com a posição, representado por h(d), onde d é a distância (dada pela quantidade de movimentos necessários para o robô, à partir da posição atual, chegar à posição objetivo) e outro independente dela h0. Ambos os termos assumem valores diferentes para dois casos: (a) para u = # e (b) para u 
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{← , → , ↑ , ↓}. Essa diferença pode ser associada, por exemplo, a parâmetros físicos, como o gasto de energia, que é maior quando há movimento. 
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5.3 Exemplo de Cálculo de Custo
Vamos analisar a decisão de R1 orientada pela função custo apresentada abaixo, para o jogo no estado da Figura 1 (b).

Função Exemplo
Se u = #:

Custo = 1 + 3*d

Se u 
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{← , → , ↑ , ↓}:

Custo= 2 + d

Os custos para todas as ações possíveis do conjunto U são dados na Tabela 1.
Tabela 1- Cálculo de custo para R1 no estado da Figura 3 utilizando a função exemplo
	Movimento
	Função
	Custo

	Permanecer parado (#)
	Custo = 1 + 3*d
	13

	Movimento para esquerda (←)
	-
	Infinito

	Movimento para direita (→)
	-
	Infinito

	Movimento para cima (↑)
	-
	Infinito

	Movimento para baixo (↓)
	Custo= 2 + d
	5


O menor custo é obtido quando R1 se desloca para baixo, ocupando S4. Portanto, esta será a ação tomada por ele neste estágio.
6 Resultados

A seguir serão apresentados os resultados obtidos a partir do uso de cinco funções custo distintas. O estado inicial é o apresentado anteriormente e o primeiro estágio pertence a R1. A Tabela 2 apresenta as funções utilizadas.

Tabela 2 - Funções Custo

	
	u = #
	u 
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{← , → , ↑ , ↓}

	Função 1
	Custo = 1 + 2*d
	Custo= 2 + 2*d

	Função 2
	Custo = 10
	Custo= 2 + 2*d

	Função 3
	Custo = d²
	Custo= 2 + 2*d

	Função 4
	Custo = 100
	Custo= 2 + 2*d

	Função 5
	Custo = 2 + d²
	Custo= 1 + 2*d


Estudo da Função 1

Quando R1 alcança a posição S5, R2, na posição S6 é convidado a jogar (ver posições na Figura 2(a)). Com R1 obstruindo sua passagem, a função custo retorna como menor valor, para R2, permanecer parado. A vez passa para R1 que também opta por não se mover. O sistema entra em equilíbrio com R1 e R2 nas posições S5 e S6, respectivamente. Porém, este equilíbrio não coincide com a solução desejada para o problema.
Na tentativa de corrigir a ineficiência da Função 1, foi alterado o custo para se permanecer na mesma posição para incentivar o movimento dos robôs e evitar o equilíbrio fora da solução almejada. 

Estudo da Função 2

O problema não foi completamente solucionado. A seqüência de ações é mostrada na Figura 3, note que foi suprimida a apresentação dos estados em que um dos robôs opta por ficar parado. É importante destacar que o resultado encontrado com a Função 2 leva os robôs a um comportamento cíclico, uma vez que o último estágio representado na Figura 3 coincide com o estado inicial da mesma figura.   
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Figura 3 – Sequência de ações para a Função 2
Estudo da Função 3

Para aumentar o incentivo de movimento de aproximação ao objetivo, adotou-se custo quadrático para ficar estático, o custo de um movimento quando os robôs estão a um passo da meta acaba se tornando maior do que o de se mover para o objetivo. Assim, mais uma vez, o equilíbrio não coincide com a solução desejada, uma vez que este é encontrado nas posições S4 e S6 para R2 e R1, respectivamente.
Estudo da Função 4

Colocando-se um custo muito alto para permanecer parado, os robôs alcançam suas metas, porém, não permanecem no objetivo - retornam à posição anterior, voltam ao objetivo e repetem o ciclo até que se encerrem os estágios, a sequência é mostrada na Figura 4. Destaca-se que a função custo é mais importante que o cumprimento da tarefa, o objetivo dos robôs é a redução do custo. Aqui fica explícito que a função custo deve ser definida de forma que a tarefa seja executada, o custo é o único meio de comunicar ao robô o que deve ser feito por isso muita atenção deve ser dada à sua definição. 
[image: image7.png]B1

B1

B1

B1

B1

RZ. B2 B

R1@

B2

R2,

Rl
)
- 1)

B2

s _

BZ

. B2 ¥





Figura 4 – Estado de equilíbrio do jogo para a Função 4

Estudo da Função 5

Essa função fornece o resultado esperado. Vamos analisar o estado apresentado na Figura 2(c) em que os dois robôs acabam de alcançar seus objetivos e o estágio pertence a R1.
Tabela 3 - Cálculo de custo para R1 no estado da Figura 10 utilizando a função 5
	Movimento
	Função
	Custo

	Permanecer parado (#)
	     Custo = 1 + 2*d
	1

	Movimento para esquerda (←)
	-
	Infinito

	Movimento para direita (→)
	-
	Infinito

	Movimento para cima (↑)
	Custo = 2 + d²
	3

	Movimento para baixo (↓)
	-
	Infinito


Como o menor custo é o de permanecer parado, o robô continua em S9, concluindo seu objetivo. Análise semelhante pode ser feita para R2 que permanecerá na posição S7. 

7 Conclusão
Neste artigo descrevemos a conceituação básica de TJ e a aplicação em um problema de orientação de robôs. Tendo como objetivo propor a inserção da teoria nos cursos de graduação como alternativa a métodos clássicos de solução de problemas comuns em engenharia, como o compartilhamento de recursos escassos.

A teoria mostrou-se eficiente na solução do problema proposto. É notável que o comportamento dos robôs, orientados pela teoria, é totalmente influenciado pela função custo. Dessa forma, cada robô consegue guiar-se independentemente, apenas com informações obtidas pelos seus próprios sensores, sem a necessidade de um complexo sistema de processamento centralizado, dispensando também a necessidade de comunicação entre os robôs. Entretanto, a determinação de uma função custo que encontre o equilíbrio no objetivo esperado nem sempre é tão direta. Estudos futuros prevêem a análise da função em ambientes mais complexos e situações que permitam negociação entre os robôs, utilizando os conceitos de teoria da barganha.
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An Introduction of THE Game Theory Concepts in engineering graduate courses by the robots Coordination problem
Abstract: Game Theory (GT) has many applications in engineering. However, this subject is not yet included in the curriculum of engineering schools. In this paper, we propose a form for introducing the concepts of GT through the solution of the robot coordination problem with conflicting interests. The purpose of this analysis is to present the GT to engineering graduate students as alternative tools for solving problems, while highlighting its strengths and limitations.
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Figura � SEQ Figura \* ARABIC �1� – Representação dos Elementos de TJ para Robôs
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