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Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar a concep¢do de um método para utilizagdo
em projetos de iniciagdo cientifica na Faculdade de Engenharia de Bauru, que consiste na
geracdo de formulas analiticas, elabora¢do de fluxogramas e tracado de linhas de influéncia
de vigas retas isostaticas e hiperestdticas, topico classico das disciplinas de teoria das
estruturas. Sdo resolvidos dois estudos de caso de reagoes de apoio, sendo que o primeiro
deles, uma viga simplesmente apoiada, serve de roteiro para o segundo, que trata de viga sob
trés apoios. Para a solugdo optou-se pela ndo utilizagdo de linguagem matricial
empregando-se o Processo dos Esfor¢os. Considerando a necessidade de manipulagoes
algébricas, elas sao realizadas no ambiente computacional do aplicativo Mathematica, onde
se explora principalmente a integracdo analitica das func¢oes envolvidas. Trata-se de
proposta para motivar o desenvolvimento de atividades com ferramentas computacionais
mais sofisticadas de matemdtica no curso de engenharia civil e tera como subproduto a
reda¢do de material didatico em forma de apostila. Os resultados preliminares foram
utilizados na elaboragdo de dois programas no ambiente de calculadoras da marca HP, que
fardo parte de uma biblioteca destinada a profissionais que trabalham em pequenas
empresas de engenharia.
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1 INTRODUCAO

Este artigo apresenta a concepcao de um método que vem sendo utilizado na etapa inicial
de dois projetos de iniciagdo cientifica em desenvolvimento na Faculdade de Engenharia de
Bauru, cujo objetivo € o de tratar do projeto de estruturas submetidas a cargas moveis, através
da formulagao e tragado de linhas de influéncia.

Publicagdes que dizem respeito a descricdo de modelos e producdo de animacgdes
destinadas ao ensino de teoria das estruturas vem sendo feitas no Cobenge (VENTRI &
LINDENBERG Neto, 2002), (FRANCA Filho & LINDENBERG Neto, 2004), sendo a
proposta deste trabalho contribuir nessa linha de pesquisa com o fornecimento de férmulas
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analiticas de linhas de influéncia sem o uso de linguagem matricial, abrindo a possibilidade de
seu uso no calculo de esforcos solicitantes extremos por derivagdo e integragao exatas.

E sabido que existem aplicativos disponiveis que fornecem diagramas de linhas de
influéncia (MARTHA, 2007), porém sdo escassos os que possibilitam a obtencdo de
envoltorias de esfor¢os solicitantes, problema mais especifico e conduzido em separado, que
sera tratado como seqiiéncia natural deste trabalho.

Aplicagdes automatizadas podem ser encontradas na literatura técnica, porém sem o
registro de maiores detalhes, mostrando somente resultados de processamento (PFEIL, 1983),
sendo importante observar que tais programas computacionais, na maior parte das vezes, sao
desenvolvidos em escritorios especializados, do tipo “caixa preta”, o que se pretende evitar
com o fornecimento de fluxogramas, principal motivacdo dos autores.

A idéia iniciou-se com a meta de produzir texto destinado a profissionais que trabalham
em pequenos escritdrios de engenharia, procura seguir carater objetivo de publicagdo bastante
util a sua época (ANGER, 1949), acresce material destinado a elaboragdo de programas a
exemplo de diversos autores (GERE & WEAVER, 1981) e conforme j4 comentado, sem a
utilizagdo de linguagem matricial.

Para isso, amplia-se o conceito adotado na solugdo de estruturas isostaticas
(LINDENBERG Neto, 2005), estendendo-o as vigas continuas hiperestaticas, de modo a se
obter formulario que possibilite utilizar ambiente mais acessivel, como, por exemplo, o das
calculadoras portateis.

A meta é preencher a lacuna destacada, introduzir a aprendizagem de aplicativo para o
trabalho com expressdes algébricas, incentivar uma formacao mais abrangente em informdtica
e utilizar esse conjunto na solucao de problemas do cotidiano dos profissionais da engenharia.

Considerando que na bibliografia consultada existe pouca referéncia a esse tipo de
abordagem, o escopo adotado consiste em resumir conceitos basicos destinados a
compreensdo teorica do problema, fazer o uso de linguagem simbolica de um processador
matematico na resolugdo, propor uma organizagdo para elaborar uma coleg¢do de férmulas e
preparar fluxogramas para programac¢ao computacional.

Sao mostrados os resultados obtidos para dois estudos de caso que foram programados no
ambiente das calculadoras da marca HP, observando-se ainda um subproduto, que ¢ o material
a ser utilizado na elaboragdo de apostila destinada a disciplinas do curso de graduacdo em
engenharia civil de nossa faculdade.

2  LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGAS ISOSTATICAS E HIPERESTATICAS

O problema de se obter esforgos extremos provocados nas estruturas por efeito de cargas
moéveis € tema bastante conhecido ¢ pode ser encontrado em diversas publica¢des, sendo
classica a solugao através do tragcado das denominadas linhas de influéncia.

Define-se linha de influéncia de um efeito elastico em uma dada se¢do S de uma estrutura
como a representacdo grafica ou analitica do valor desse efeito naquela se¢do, produzido por
uma carga concentrada unitaria, de cima para baixo, que a percorre (SUSSEKIND, 1977).

Tal definicdo, bastante geral, permite resolver o problema desenhando-se os diagramas
das solicitagdes desejadas para algumas posigdes previamente escolhidas da carga unitéria
através de processo espontaneo, que ¢ conveniente para as estruturas isostaticas embora mais
trabalhoso para estruturas hiperestaticas, para as quais recomenda-se um processo
denominado semi-espontaneo (PFEIL, 1983).

Para evitar essas variantes, apresenta-se neste texto um método de se obter expressdes
analiticas das linhas de influéncia a partir de conceituagdo mais recente (LINDENBERG
Neto, 2005), que trata do tragado de linhas de influéncia em vigas retas de se¢do transversal
constante para vigas isostaticas numa formulacdo bastante simples, aplicada as vigas
hiperestaticas.
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Com esse objetivo, sao feitas consideragdes nos proximos sub itens, que tratam a questao
de se obter formulario analitico, embora seja possivel a redacdo de expressdes a partir do
processo espontaneo, conveniente para os casos das vigas retas isostaticas, onde as fungdes
envolvidas sdo do primeiro grau, processo que nao ¢ pratico quando aplicado aos casos
hiperestaticos nos quais as fungdes resultantes sdo polindmios do terceiro grau.

2.1 Expressoes analiticas de linhas de influéncia de vigas isostaticas

Para as estruturas isostaticas, as expressdes analiticas das linhas de influéncia sao
relativamente simples de se obter através das tradicionais equagdes de equilibrio.

Assim procedendo, ¢ facil verificar no exemplo a seguir, para o qual ¢ obtida uma
expressdo analitica da reacdo de apoio de uma viga simplesmente apoiada, que esse conceito
pode ser estendido as demais solicitagdes, ou sejam aos esfor¢os cortantes ¢ momentos
fletores, uma vez que eles sdo as proprias expressoes das linhas de influéncia.

Assim, considere-se a viga mostrada na Figura 1, sobre a qual se desloca uma forga
unitaria adimensional, onde z representa a distancia dessa carga em relacdo a uma origem
localizada no apoio 4, sendo x a coordenada da se¢do S que se quer estudar.

1,0

Z
S
A x B
WRA o Rj
' z % § L-z =
.- — L-x
L

-
-

Figura 1 — Viga simplesmente apoiada.

Com o emprego da conhecida equacao de equilibrio ZM » =0, areacdo de apoio em 4 €

dada por:
z
RA :1—2 (1)

observando-se que a Equagdo (1) ja expressa analiticamente a linha de influéncia,
(LINDENBERG Neto, 2005), e se trata de uma fungdo do primeiro grau que assim se redige:

LIR, =1—% )

Seguindo tal procedimento para a outra reagdo de apoio e demais esfor¢os internos
solicitantes, ¢ possivel organizar resultados no estilo mostrado na Figura 2.
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Reacio de apoio Esforco cortante Momento fletor
Apoio 4 1° Trecho 1° Trecho
z z z
LIR, =1-— LIV, =—— LIM;=—(L-x
(=1-2 =2 s =E(L-x)
Apoio B 2° Trecho 2° Trecho
LIR, == LIV, =1-Z LIM,=x|1-Z
L L L

Figura 2 — Expressoes analiticas de linhas de influéncia para viga simplesmente apoiada.

A construgdo de tabelas similares para outros casos ¢ a meta do trabalho e tem o objetivo
de fornecer subsidios para a elaboracdo de programas que fornecam graficos e resultados
numéricos, servindo de exemplo para ampliacdo do conceito as estruturas hiperestaticas,
conforme serd mostrado no proximo sub item.

2.2 Expressoes analiticas de linhas de influéncia de vigas hiperestaticas

Seja a viga sob trés apoios mostrada na Figura 3, para a qual se quer deduzir a expressao
analitica da reacdo vertical em A.

| L] | L2 |

[ I |

Figura 3 — Viga sob trés apoios.

Utilizando-se o Processo dos Esforcos para consecucdo desse objetivo, escolhe-se o
sistema principal ilustrado na Figura 4, no qual X7 ¢ a denominada inc6gnita hiperestatica que
se quer determinar.

| Ll | L2 |

[ [ |
Figura 4 — Sistema principal com carregamento externo e hiperestatico X/.

Isso providenciado emprega-se o principio da superposicdo dos esfor¢os para obter o
tradicional modelo indicado na Figura 5, que representa o sistema principal com o
carregamento externo somado ao sistema principal com o hiperestatico X/ tomado unitério.
Ressalte-se a redagdo analitica dos diagramas de momento.
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Figura 5 — Superposicao de efeitos: carregamento externo e hiperestatico.

Indexando os deslocamentos verticais do ponto 4 e redigindo a equagdo de
compatibilidade pertinente, tem-se que:

6+ X6, =0 (3)

e as parcelas J,, e 0,, dadas respectivamente por:

L1 L2 z—I1 L1 L2 I1 2
So=[(z=y)vdy+ | (Tj,vzdy 5, =[ydy+| (Eyj dy 4)
0 0 0

z

sendo que a solucdo da Equacdo (3) fornece, a exemplo da Equagdo (2), a expressdo analitica
da linha de influéncia procurada, ou seja:

LIR, = X, ==0,,/9;, (5)

Para tornar mais praticas as manipulagdes algébricas envolvidas, as Equacdes (4) e (5)
foram resolvidas em um aplicativo de manipulagdo algébrica, o Mathematica, ambiente no
qual se obtém a féormula analitica da linha de influéncia, que ¢ a fun¢@o do terceiro grau dada
por:

(L1-z)(2L1 +2L1L2~ L1z - 2*)

LIR, =
! 201 (L1+L2)

(6)

Seguindo-se procedimento andlogo para a carga posicionada no segundo tramo, ou seja,
entre os pontos B e C, obtém-se outra formula que consta na Figura 6 e que completa o
percurso da carga movel em toda a estrutura.

Cumpre-se observar que o trabalho que estd sendo desenvolvido trata de deduzir os
demais casos necessarios para a completa analise da viga, bem como da solugdo de outros
esquemas estruturais mais comuns, cujos resultados serdo publicados em outra oportunidade.
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REACAO DE APOIO

Carga percorrendo o 1° tramo Carga percorrendo o 2° tramo
Apoio 4 Apoio 4
- 2 ~Llz-7° L1-z)(L1+ L2 —z)(L1+2L2 -
Lk - (L1-z)(2L1 b 2L1L2-L1z-2") LIR, = (L1-z)(L1+L2-z)(L1+ z)
211 (Ll + L2) 2L1L2(L1 + L2)

Figura 6 — Expressdes analiticas da linha de influéncia de R, para viga sob trés apoios.

3 EXEMPLOS DE FLUXOGRAMAS E GRAFICOS

Neste topico sdo mostrados fluxogramas para a solucdo das linhas de influéncia de
reagoes de apoio para as Figuras 1 e 3. Os valores numéricos e os graficos foram obtidos em
programa redigido no ambiente das calculadoras da marca HP.

3.1 Exemplo para viga isostatica sob dois apoios.

O fluxograma apresentado na Figura 7, diz respeito ao grafico da linha de influéncia e de
seus valores numéricos para décimos de vao do caso bastante simples da reagcdo de apoio RA
da viga da Figura 1 e foi desenvolvido para iniciar a producdo de uma biblioteca de
programas.

I

Titulo: LINHAS DE
INFLUENCIA

(Resultados para décimos dos vaos)

Cabegalho:
DADOS DA ESTRUTURA

Subcabecalho:

L: COMPRIMENTO DO VAO

LIRA [I] <<= LIRA

[fOoOOODOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0O

nnnnnnnnn

Figura 7 — Fluxograma para programa da LI da reacdo R, - viga simplesmente apoiada.

Os resultados obtidos com o uso de calculadora da marca HP sdo mostrados na Figura 8 e
expressam a parte inicial dos programas que estdo sendo desenvolvidos e que serdo
disponibilizados em pagina a ser criada na internet.
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DADDE DA EZTREUTUER

LIMHAS DE
IMFLUEMCIA

CONFRINENTO D0 VA0
L [ ok EEnIT] ] JCANEL] ok

e o P 5 15 5 PP
1. BREEE iLI

et TRACEL FER | EDIT

Figura 8 — Viga simplesmente apoiada — Saidas do programa.

3.2 Exemplo para viga hiperestatica sob trés apoios

Apresenta-se na Figura 9 o fluxograma da linha de influéncia de reagdo de apoio R, da
viga hiperestatica mostrada na Figura 3, seguindo os mesmos passos do caso anterior.

Titulo: LINHAS DE
INFLUENCIA

(Resultados para décimos dos vios)|

moooccooooooan

Cabegalho:
DADOS DA ESTRUTURA

Subcabegalho:

LI: COMPRIMENTO DO 1° VAO

L2: COMPRIMENTO DO 2° VAO

CT: COMPRIMENTO TOTAL

I
I
0

LIRA G (LI=2).(LI+L2—z2). (L1 +2L2~z)
2LIL2 (LI+L2)

LIRA (e (L1=2).(2LI2L1L2~ Liz—2)
2LI (LI+L2)

0oooooooooooOoEOOOO0C0000000ROO00000000 000000000008000
o

LIRA [I] <<= LIRA

cooooooooooooooocooooooooooocooooscoooooooog
o

Figura 9 — Fluxograma para programa da LI da reacdo R, - viga sob trés apoios.
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Os resultados obtidos no mesmo ambiente do exemplo anterior, ou seja, em uma
calculadora da marca HP, encontram-se mostrados na Figura 10.

DADOE DA EZTRUTURA

Li: j

LIMHAS DE La: 1.
IHNFLLEHCIA er: 2.3

COHFREINERTG D0 1+ e
1 | | | ox WE0IT] | [ [cAncLl ok |

B, BEEEE : =i H. 10664 P
1. B0EEA :LIRA: H.387248 sLI

0.a0000 2.2000a
GREFICO DA
LIRA: +
[ [ 1 1 1 [k (2, V3 [TRRCE] FCN | EDIT |CARCL

Figura 10 — Viga sob trés apoios - Saidas do programa.

4 CONSIDERACOES FINAIS

A concepgao do projeto de pesquisa apresentada procura resumir passos indispensaveis
para a obtencdo de expressdes analiticas de tragado de linhas de influéncia.

O roteiro proposto permite a consecu¢cdo dos demais esforgos reativos e internos para
outras concepgdes de vigas continuas e vem sendo utilizado para o preparo de uma biblioteca
de programas dos tipos estruturais mais comuns utilizados nos projetos de pontes,
enfatizando-se que as manipulagdes algébricas sdo realizadas em processador matematico.

Quando se trabalha com programa¢ao em calculadoras da marca HP, especial cuidado
deve ser observado com relagdo a limitagdo da memoria, recomendando-se subdivisdes dos
fluxogramas, de modo a reduzir o nimero de comandos a utilizar, que em termos praticos
significa elaborar programas mais especificos e menores.

Consta-se que a capacitagao pretendida em termos de qualificagdo profissional tem sido
eficaz e a motivagdo para a execugdo desse tipo de projeto tem propiciado um ambiente de
trabalho que fomenta a producao de aplicacdes praticas destinadas a pequenas empresas de
engenharia e nesse sentido, tem sido possivel gerar tecnologia para minimizar custos
referentes a aquisicao de programas mais sofisticados.

Como prosseguimento da pesquisa, pretende-se resolver o problema do céalculo de valores
extremos das fung¢des e construir uma série de fluxogramas, uma vez que as expressoes
deduzidas permitem derivagdo e integragdo analiticas, fornecendo valores exatos dos esforgos
solicitantes.
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ON A METHOD FOR GENERATING INFLUENCE LINES OF
BEAMS WHITHOUT THE USE OF MATRIX LANGUAGE

Abstract: The aim of this work is to present the conception of a method that is being used in
scientific initiation projects in the College of Engineering of Bauru, that consists of the
generation of analytical formulas, flowcharts elaboration and graphs production of influence
lines in straight hiperestatic beams, topics of structure’s theory. Two case studies of support
reactions calculus are made, the first one of them, applied to a simply supported beam, guides
the script for the sequence, a three point supported beam. Force Methods was adopted,
avoiding matrix language. Considering pertaining algebraic manipulations, they are carried
in computational environment Mathematica, where analytical integration of the involved
functions was made. One is proposal to motivate more sophisticated computational tools
activities with mathematics in civil engineering and will have as by-product the writing of
didactic text. The preliminary results shown here had been used in elaborating programs in
HP calculator’s environment that will be part of a library for professionals who deals with
structural design in small engineering companies.

Key-words: Influence lines, Programming, Graphs, Mathematica.
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