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Resumo: Neste trabalho, revisamos, inicialmente, alguns textos cujos autores tém mostrado
preocupagdo com as dificuldades de alunos de Engenharia e de outros cursos da drea de
Ciéncias Exatas ao resolverem questoes de Matematica. A seguir, apresentamos alguns
dados de uma pesquisa, realizada por uma equipe de professores de Institui¢oes de Ensino
Superior do Rio Grande do Sul, em que é analisada detalhadamente uma questdao de um teste
aplicado a calouros de cursos superiores da area de Ciéncias Exatas. A questdo envolve
conceito e cdlculo de volume de solidos geométricos e os erros sdo analisados e
classificados. Cada categoria de erro é explicitada com exemplos e ainda indicamos o
numero de alunos que acertaram, erraram ou ndo responderam a questdo. As dificuldades
apresentadas pelos estudantes nos levam a propor atividades que podem ser aplicadas em
sala de aula, com exemplos atuais. Finalmente, comparamos as idéias com as de outros
autores que ja debateram dificuldades em Calculo.

Palavras-chave: Analise de erros, Ensino de Calculo, Volume de solidos

1. INTRODUCAO

O ensino de disciplinas matematicas em cursos de Engenharia envolve algumas
dificuldades, tanto em relacdo aos conteudos escolhidos para as ementas quanto aos
problemas de ensino e aprendizagem, especialmente nos semestres iniciais dos cursos. Em
geral, pelo exame de grades curriculares de cursos de Engenharia de Institui¢des de Ensino
Superior (IES) no Brasil, vemos que o Célculo Diferencial e Integral, por exemplo, ¢ inserido
no primeiro ou segundo semestre dos cursos, com programas que fazem uma répida revisao
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do conteudo “fungdes” e em seguida seguem a seqiliéncia tradicional — limites, continuidade,
derivadas, integrais. No entanto, muitas escolas de Ensino Fundamental ou Médio ndo estdo
conseguindo (por motivos variados, que ndo cabe aqui discutir) apresentar os conteudos que
sdo considerados pré-requisitos para o estudo desses topicos de Célculo. Assim, os docentes
dessa disciplina precisam detectar, em cada turma, as necessidades mais urgentes e encontrar
estratégias de revisdo desses contetidos basicos, haja vista que o Calculo ¢ ferramenta para a
maior parte dos contetidos das disciplinas do curriculo especifico das engenharias.

A preocupagdo com o ensino de Calculo vem se mostrando constante; em quase todos os
eventos relacionados com ensino de Matemadtica ou Engenharia temos encontrado trabalhos
relacionados com as dificuldades demonstradas pelos alunos dessa disciplina, as vezes com
sugestoes de atividades para tentar modificar a situagdo. Uma analise dos anais dos
Congressos Brasileiros de Ensino de Engenharia (COBENGE) de 1992 a 2001 (CURY, 2002)
mostrou que cerca de dois ter¢os dos trabalhos sobre disciplinas matematicas enfocam o
Célculo (Pré-Calculo, Calculo Diferencial e Integral, Equacdes Diferencias, Calculo
Numérico), apontando dificuldades detectadas, criagdo de ambientes de aprendizagem,
propostas de modificacdes metodologicas, etc. (CURY, 1999, 2003; NASCIMENTO, 2000;
MARIANI, 2005; GOMES; LOPES; NIETO, 2005).

Também em artigos ou livros publicados nos ultimos anos, vemos a preocupag¢do com o
ensino de disciplinas matematicas e as propostas de mudancas. FLEMMING, LUZ e
COELHO (2000) constatam a defasagem de conteudos basicos em alunos calouros de uma
Universidade catarinense e a criagao de um projeto de ensino extra-classe, como uma forma
de apoio aos estudantes. NASCIMENTO (2002) relata varias pesquisas e experimentos,
realizados em salas de aula da disciplina de Calculo Diferencial e Integral, para reduzir as
dificuldades intrinsecas da disciplina. Segundo o autor, “o método de pesquisa serviu a dois
propositos: realizar a investigagdo proposta e corrigir as deficiéncias observadas.” (p. 272).
BARBOSA, CONCORDIDO e CARVALHAES (2004) discutem a experiéncia de
implementa¢ao de uma disciplina de Pré-Célculo na Universidade Estadual do Rio de Janeiro,
criada através do Programa de Apoio ao Estudante de Graduagdo, ligado ao surgimento do
sistema de cotas na referida universidade. Apesar de concordarem com a importancia da
disciplina, muitos alunos desistiram, por motivos variados, entre os quais estd a
incompatibilidade da carga horéaria, especialmente para os estudantes que trabalham durante o
dia.

DOERING, NACUL e DOERING (2004) historiam a criagio do programa Pro-Calculo,
da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, para “implementar a¢des visando reduzir o
desnivel existente entre a bagagem de Matematica que o aluno traz do Ensino Médio e a que
se necessita para um bom desempenho no Calculo.” (p. 216). CABRAL ¢ BALDINO (2004)
apresentam as diretrizes didatico-pedagogicas que norteiam as acdes desenvolvidas no curso
de Engenharia de Sistemas Digitais, da Universidade Estadual do Rio Grande do Sul,
baseadas em fichas de trabalho.

Especificamente sobre andlise de erros em respostas a questdes de disciplinas
matematicas, encontramos, nos anais dos COBENGEs, alguns relatos sobre as dificuldades
encontradas pelos estudantes. CURY (2003) apresenta uma experiéncia realizada com
estudantes de Engenharia Quimica, em que sdo investigados os erros cometidos em questoes
de prova, em conteudos como grafico de fungdes, céalculo de limites, derivadas e integrais.
Também sdo apontadas algumas estratégias para auxiliar os alunos em suas dificuldades, mais
diretamente aquelas ligadas ao Ensino Fundamental.

MARIANTI (2005) apresenta uma investigacdo com estudantes de Calculo I e II de cursos
de Engenharia, tendo aplicado um teste de 15 questdes, cujas respostas foram analisadas
quantitativa e qualitativamente. E interessante notar que os erros em derivacio e integragio
parecem se repetir em muitos estudos desse tipo: a falsa generalizagao foi constatada, por
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exemplo, no uso da regra da derivada de um produto de fung¢des ou de uma fungdo
exponencial, tendo o estudante aplicado, respectivamente, a regra da derivada da soma ou a da
derivada da fungao poténcia.

Neste trabalho, apresentamos uma pesquisa realizada com alunos calouros de cursos da
area de Ciéncias Exatas, de IES gatchas, com andlise de erros em questdes de Matematica
basica.

2. A PESQUISA SOBRE ERROS E UM EXEMPLO DE ANALISE

Com financiamento do CNPq (Edital Universal), estd se desenvolvendo, desde margo de
2005, uma investigacdo sobre “Andlise de erros em disciplinas matematicas de cursos
superiores”, com participacdo de nove IES gatchas. Em cada Instituicdo, foram escolhidas
uma ou duas turmas de calouros, de cursos de Engenharia, Ciéncia da Computagdo e
Licenciatura em Matematica, em um total de 368 estudantes, aos quais foi aplicado um teste
de multipla escolha, com 12 questdes de Matematica do Ensino Fundamental e Médio. Além
de assinalar um item, os alunos foram solicitados a desenvolver a resposta no espaco ao lado,
0 que nos permitiu analisar qualitativamente as solu¢des apresentadas.

Inicialmente, as alternativas assinaladas por cada aluno foram digitadas em planilha
eletronica e, posteriormente, importadas para o software SPSS, para ser feita a andlise
quantitativa e testes estatisticos. No Quadro 1, indicamos a distribui¢do de acertos, erros e
questdes nao respondidas pelos 368 estudantes:

Questdo | Acertaram Erraram Nao responderam
n° % n° % n° %
! 131 | 36 | 208 | 57 | 29 8
2 196 | 53 | 140 | 38 | 32 9
3 120 | 33 | 123 | 33 | 125 | 34
4 o1 | 25 | 207 | 56 | 70 19
> o4 | 26 | 172 | 47 | 102 | 28
6 135 | 37 | 187 | 51 | 46 13
7 161 | 44 | 110 | 30 | 97 26
8 67 | 18 [ 233 63 | 68 18
? 121 33 | 186 | 51 | el 17
10 237 | 64 | 86 | 23 | 45 12
1 198 | 54 | 124 | 34 | 46 13
12 63 | 17 | 171 ] 46 | 134 | 36

Quadro 1 — Distribuicao de acertos, erros e questdes nao respondidas

Por esse quadro, vemos que os resultados do teste sao preocupantes, haja vista a grande
percentagem de alunos que erraram ou ndo responderam a algumas questdes. Dentre as que
indicaram os maiores problemas, escolhemos a questdo 4 para ser analisada neste trabalho a
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ser apresentado no Cobenge 2006, especialmente porque seu enunciado esta relacionado com
o simbolo que identifica esse evento; a cuia de chimarrao.

A questdo 4 tem o seguinte enunciado: Um gaucho, para fazer seu chimarrdo, retira toda
a erva-mate de uma caixa de forma cubica, totalmente cheia, de 6 cm de aresta interna.
Sabendo que a erva-mate ocupa 2/3 da cuia, o volume desta, em cm’, é: a) 72 b) 216
c)288 d)324 e) 648

A solucdo da questao envolve o conhecimento da férmula do volume de um cubo ¢ a
determina¢do do volume da cuia, o que pode ser feito por mais de uma estratégia. Analisadas
as solugdes apresentadas, classificamos as respostas dos alunos em sete categorias. A
primeira, que vamos chamar de C, consistiu naquelas resolu¢des corretas, em que os alunos
determinaram o volume do cubo e, a seguir, multiplicaram por 3/2, obtendo o volume da cuia.
Em segundo lugar, temos as respostas do tipo A, em que os alunos, simplesmente, calcularam
o volume da caixa clibica, encontrando 216 c¢m?>. Consideramos que este tipo de erro pode ter
varias causas e as resolugdes apresentadas ndo deixaram ver as diferencas de raciocinio, pois a
maior parte dos estudantes simplesmente escreveu 6.6.6=216 ou 6.6=36.6=216. J4 ai se nota a
falta de cuidado com a linguagem matemadtica, pois, ao encadearem célculos, igualaram
expressoes distintas.

O terceiro tipo de solucdo, que indicamos pela letra B, ¢ aquele em que os alunos
calcularam o volume da caixa cubica (216 cm’) e, apods, acharam a terca parte (72 cm’),
somando ao volume da caixa, obtendo como resposta 288 cm’. Como 1/3 & a parte da cuia que
fica sem erva, pode-se pensar, inicialmente, que os estudantes estivessem calculando esta
parte. No entanto, ao somar o volume da caixa (que ocupa os 2/3 da cuia) parece que os
alunos raciocinaram que o total de erva-mate (216 cm’), ocupando 2/3 da cuia, somado a 1/3
da mesma, daria o volume de toda a cuia.

A solugdo do tipo D consistiu em calcular o volume da caixa (216 cm’) e, em seguida,
multiplicar por 2/3, obtendo 144 cm’.

Na resposta do tipo E, os alunos calcularam o volume da caixa, a seguir acharam 2/3
deste valor (144 cm’), subtraindo dos 216 cm’®, obtendo 72 c¢m’. Neste caso, novamente nos
parece que houve uma interpretagdo erronea do que significa uma determinada fragao de um
todo, pois ndo estdvamos indicando que a erva ocupa 2/3 da caixa, mas 2/3 da cuia.

A solucdo do tipo F consistiu em multiplicar o valor 216 por 3, obtendo 648 c¢m’. Como
nao houve indicagdo do raciocinio, apenas este calculo, ndo conseguimos interpreta-lo.

Além dessas, classificamos algumas resolugdes em uma categoria a parte, que chamamos
de G, composta por aquelas respostas que ndo identificavam um determinado padriao, mas que
apresentavam erros graves, indicadores de problemas especificos. Como exemplos, citamos:

a) aresposta de um aluno que escreveu, primeiramente,

b.h (1)

substituindo, em seguida, os valores de b e h por

)

S
=)

V =

(8]
Sli

Vemos, entdo, que o estudante s6 lembra de uma férmula em Geometria, a que da a area
de um triangulo de base b e altura h. Aplicando no problema, que citava cubo e volume,
mostra nao distinguir figuras planas de so6lidos, nem area de volume. Além disso, considera
que a base ¢ 2/3, o que configura, em nosso entender, at¢ mesmo uma incapacidade de leitura.
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Outro aluno fez, também, um erro de conceitos geométricos, pois indicou o seguinte
calculo:

3
Ay :6.6:36%:108.2=216 ©)

Neste caso, pelo simbolo indicado, pareceu-nos, primeiramente, que o estudante estava se
referindo a area total; no entanto, pelo produto de 6 por 6, poderia ser a area de uma face.
Mas, em seguida, tendo multiplicado por 2/3, sugere que estava pensando em 2/3 de um
volume. Finalmente, ndo se entende como obtém 108. Assim, novamente os erros cometidos
indicam lacunas graves na aprendizagem de Geometria do Ensino Fundamental.

Um estudante escreveu apenas a seguinte frase: “6 cm a metade da cuia quer dizer que
inteira vale 6.6=36 cm”. Pelo final da frase, pode-se pensar que estivesse se referindo 4 area
de uma face do cubo, mas ndo ¢ possivel entender o que significa “metade da cuia”. E mais
uma resposta que nos parece indicar incapacidade de leitura de um texto.

Como ultimo exemplo, apresentamos os calculos de um aluno, na Figura 1, a seguir:
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Figura 1 — Resolucdo de um estudante

Ainda que tenha distribuido os calculos desordenadamente, notamos que o estudante
pensou no teorema de Pitagoras, pois calculou o lado de um quadrado cuja diagonal vale 6
cm. Usando aproximagoes, fez o calculo da area do quadrado (a face do cubo) e multiplicou
pelo valor aproximado, 4,24, encontrando 76,32 , que podemos considerar, entdo, que seja o
volume. Finalmente, novamente fazendo uma aproximagdo (2/3=0,66), calculou 2/3 do
volume. Sua solucdo, entdo, em termos de raciocinio se compara a do tipo D, mas seu erro
consistiu em considerar que “aresta” significa “diagonal”. Vemos, assim, novamente a falta de
conhecimento de noc¢des basicas da Geometria.

Para finalizar a andlise, apresentamos o levantamento do nimero de alunos em cada
classe de resposta, no Quadro 2, a seguir:
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Tipo de Respondentes
resposta
n° %
C 58 39
A 21 14
B 21 14
D 14 9
E 8 5
F 3 2
G 25 17
Total 150 100

Quadro 2 — Distribuicao de respondentes por tipo de resposta

3. SUGESTOES DE ATIVIDADE PARA TRABALHAR COM O CONCEITO DE
VOLUME

Pelos resultados da analise da questdao do teste, relativa ao conceito e ao calculo de
volume, pode-se concluir que esses alunos trazem da Educacdo Basica algumas dificuldades
sérias, que podem prejudicar o acompanhamento de conteudos nos quais sera empregado o
conceito. A nogdo de volume estd associada a varios objetos da natureza e, ao indagar sobre
seu volume, estamos criando uma situacdo-problema cuja solucdo pode ser obtida
experimentalmente ou por meio de conhecimentos de Geometria Espacial estudada no Ensino
Médio ou, ainda, por meio de técnicas do Calculo Integral desenvolvidas em um curso de
graduacao.

Ao questionar, por exemplo, sobre o volume de uma esfera de raio R, nos reportamos
aos trabalhos de Arquimedes e suas contribui¢des para o desenvolvimento do Célculo. Nesse
contexto, ¢ usada a Historia da Matematica (especificamente, a Historia do Calculo) para
relacionar as técnicas atuais com aquelas utilizadas por Arquimedes, no século III a. C.. Em
um tratado denominado “O método”, escrito por Arquimedes e encontrado no século XX em
Constantinopla, ¢ possivel entender o procedimento empregado pelo sabio para descobrir a
formula do volume da esfera. Nao satisfeito com o método do equilibrio, ele recorria ao
método de exaustdo, de Eudoxo, para fazer uma demonstra¢do mais rigorosa. Segundo EVES
(2004), por meio de limites pode-se fazer com que o método de equilibrio se torne rigoroso e
se confunda com o método de integragdo. Essa retomada historica do método de Arquimedes
para o calculo do volume da esfera, mostra a importancia do conhecimento das técnicas atuais
do Célculo Integral para determinacao do volume de s6lidos geométricos.

O conceito de volume ¢ importante, também, em varias aplicacdes do Célculo, como por
exemplo, na construcdo civil, no célculo e planejamento de barragens, acudes, piscinas, no
sistema hidraulico de prédios, na perfuracao de pogos de petroleo, na industria farmacéutica
etc. Se nossos alunos calouros de cursos de Ciéncias Exatas apresentam dificuldades
relacionadas com conceito e calculo de volumes, podemos revisar alguns conteudos da
Geometria Espacial por meio de uma atividade de aplica¢do que faz apelo a um assunto de
interesse atual, descrita a seguir.

O Brasil serd sede, em 2007, dos Jogos Pan-Americanos. Embora a natacdo ndo seja um
dos esportes mais difundidos em nosso pais, ¢ uma das modalidades de destaque do
campeonato. Preocupada com as instalagdes para realizagdo dos jogos, a Prefeitura da cidade
do Rio de Janeiro langou o Projeto do Parque Aquatico Rio de Janeiro, conforme informacgdes
obtidas na Internet, em www2.rio.gov.br/smel/destaque.asp. Esse projeto prevé a construcao
de uma piscina olimpica principal e de outra com as mesmas dimensdes para treinamento e
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aquecimento dos atletas em dias de competicao, além de tanques e plataforma de saltos

ornamentais e arquibancadas para 15 mil espectadores. A partir dessas informagdes,

propomos aos alunos algumas agdes, com o objetivo de desafiar suas habilidades para

resolver problemas.
Atividade 1- Pesquise: a) Quais sdo as dimensdes de uma piscina olimpica? b) Qual ¢ a

forma geométrica recomendada para uma piscina olimpica?
Atividade 2 — Explique como se calcula a capacidade de: a) uma piscina retangular; b)

uma piscina quadrada; ¢) uma piscina redonda; d) uma piscina oval.
Atividade 3 — Responda:

a) qual o volume de terra que necessita ser retirado para constru¢do de uma piscina com
cada forma geométrica indicada na atividade anterior?

b) quantos litros de dgua sdo necessarios para encher 2/3 da capacidade total de uma piscina
olimpica retangular?

c) se o nivel da dgua estiver 40 cm abaixo da borda superior de uma piscina redonda de 25m
de raio e 1,80 m de profundidade, quantos litros de d4gua ha na piscina?

d) se uma piscina olimpica retangular tiver, numa das extremidades, 2m de profundidade e
na outra extremidade, 1,50m, qual ¢ sua capacidade?
Atividade 4 — Considerando que todas as piscinas acima descritas tém 2m de

profundidade, qual delas tem maior capacidade?

a) uma piscina retangular de 50m de comprimento e 25m de largura;

b) uma piscina quadrada de 50m de comprimento ¢ 50 m de largura;

c) uma piscina redonda de 25 m de raio;

d) uma piscina oval de 50m de didmetro maior e 25m de didmetro menor.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Retomando as consideragdes iniciais, em que revisamos trabalhos relacionados com o
ensino de matematica em cursos superiores e apresentamos a analise de erros cometidos por
calouros na solugdo de uma questao envolvendo céalculo de volume, consideramos que nossas
preocupacdes com as dificuldades dos alunos se justificam, pois, como afirmam GOMES,
LOPES e NIETO (2005), referindo-se aos calouros, “¢ certo que uma reforma deveria ser
iniciada nos ensinos fundamental e médio, no entanto, esse aluno estd chegando ao curso
superior € nos, professores universitarios, ndo podemos envia-los de volta.”(p. 7). Assim, ¢é
necessario encontrar formas de aproveitar os erros que detectamos nessas investigagdes e
elaborar estratégias, como a sugerida, para abordar os conteidos em que notamos as
dificuldades.

MURTA e MAXIMO (2004) comentam que o ensino de Matematica nas IES brasileiras
“padece do mesmo mal: a falta de conexdo entre o que ¢ estudado em sala de aula com a
realidade do aluno.” (p. 8). Assim, aproveitando os erros e elaborando atividades que tenham
um apelo atual (como esta relacionada com os Jogos Pan-Americanos), acreditamos ser
possivel relacionar a pesquisa sobre andlise de erros e a pratica de sala de aula em disciplinas
matematicas de cursos superiores.
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CALCULATING THE VOLUME OF A SOLID: HOW CAN ERROR
ANALYSIS HELP PROFESSORS TO ELABORATE TEACHING
ACTIVITIES TO ENGINEERING FRESHMAN

Abstract: In this paper, initially we revise some texts whose authors are concerned with
difficulties of students of Engineering and other courses of exact sciences area, when solving
mathematics questions. To follow, we present some data from a research carried out by a
team of professors of some universities in Rio Grande do Sul, analyzing in depth a question of
a test, applied to students of undergraduate courses of exact sciences area. The question is
related to the concept and calculation of volume of geometric solids. Errors made by students
are analyzed and classified. Each error category is pointed out with examples and we
indicate the number of students that solved it correctly, wrongly or did not answer.
Difficulties presented by students lead us to propose activities that can be applied in
classroom, with current examples. Finally, we compare the ideas with those of others authors
that already discussed difficulties in Calculus.

Key-words: Error analysis, calculus teaching, volume of a solid.
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