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Resumo: A docéncia no ensino superior vem sendo estimulada a promover mudangas
substanciais na sua pratica pedagogica e na articulagcdo entre os varios conteudos de
Matematica, especialmente de Cdlculo. A inser¢do de ambientes virtuais e sua
possibilidade de simulagdo de resultados, e a sofisticagdo tecnologica de calculadoras
cientificas tém provocado grandes mudancas nas salas de aula dos cursos de ciéncias
exatas. As alternativas disponibilizadas pela inclusdo de novas tecnologias fizeram
repensar o curriculo dos cursos de Engenharia e a abordagem de seus conteudos. Este
texto é resultado de pesquisa promovida junto ao Centro de Engenharia da
Universidade Santa Ursula quanto a utilizagcdo de praticas de resolugcdo de problema
como metodologia de ensino dos conteudos de Calculo no ciclo basico. O objetivo da
pesquisa era o de analisar o papel de diferentes representacoes matemdticas no estudo
de um problema seja a partir de dados coletados, de representagoes grdficas e
expressoes analiticas. Em especial, trataremos de problemas de maximos e minimos de
fungoes através de uma abordagem que combine o desenvolvimento historico de suas
representagoes com o uso das novas tecnologias de ensino.

Palavras-chave: Ensino de calculo, Resolu¢do de problemas, Representagoes
matematicas.

1. INTRODUCAO

Em virtude de crescentes dificuldades percebidas no desenvolvimento de conteudos
dos cursos de Calculo, professores do Instituto de Educagdo Matematica da
Universidade Santa Ursula (IEM/USU) formaram um grupo de pesquisa de novas
metodologias no ensino de Calculo. Um dos objetivos da formagao do grupo era o de
buscar, dentre a bibliografia existente, recursos que indicassem novas opgdes para o
desenvolvimento de um Curso de Calculo. A intengdo principal era a de pesquisar nos
centros de pesquisa, quais aspectos pedagdgicos e curriculares que poderiam interferir
nos cursos iniciais de Célculo, sabidamente fonte de obstaculos para os alunos e um
sério entrave tanto na sua vida académica quanto na sua disposi¢ao de apreender novos
conceitos. O ingresso nas universidades constitui a passagem do aluno para niveis mais
elaborados de conhecimento matematico. Esta passagem tem se realizado com barreiras,
por vezes intransponiveis, na area da cogni¢do e na realiza¢do das conexdes dos novos
conhecimentos com dados anteriores.

Fruto das reunides do grupo dos professores de calculo do IEM/USU, fez-se a opgao
de pesquisar métodos alternativos nas estratégias de ensino. Essas estratégias deveriam
seguir as novas tendéncias, em que se utilizasse o desenvolvimento de projetos como



ferramenta pedagogica e a analise historica do conteido escolhido para entender a
génese daquele conceito, conforme ja tem sido tratado como nos livros de Santos(2002)
ou de Hughes-Hallett (1998). Mais do que o interesse histérico, o estudo das
dificuldades encontradas na constru¢cdo de uma teoria, pode ser de grande auxilio na
visdo que temos das dificuldades encontradas pelos alunos. Para tanto verificou-se que a
unidade de maximos e minimos envolveria uma grande variedade de conceitos de
calculo e para tanto foi objeto da andlise deste texto.

A andlise e a comparagao entre o processo historico e o processo individual do aluno
sao defendidas por Piaget&Garcia (1989) no seu ultimo livro Psicogénese e a historia
da ciéncia. Neste livro Piaget realiza um estudo da origem e da evolugdo das fungdes
psiquicas (psicogénese ou psicogenia) na formag¢do do pensamento cientifico na fisica,
algebra e geometria. Em 1997, James Kaput, professor da Universidade de
Dourthmouth, EUA, procura estender as etapas de desenvolvimento de Piaget&Garcia
para analisar o desenvolvimento historico do Célculo, baseado nos mesmos principios
enunciados por Piaget pela anélise da “filogenia x ontogenia™".

Da necessidade de analisar ferramentas e metodologias para determinacio da solugao
de problemas de méximos e minimos, foi preciso tomar como base os textos originais
de Euclides, Fermat, Newton e Leibniz, e de historiadores como Tihkomirov(1990),
Baron(1908), Struik(1950) ou Edwards(1979). Como surgiram ao longo da pesquisa
diferentes representagdes do problema, os textos de Kaput(1997) foram objeto de estudo
para entender as conexdes entre diferentes representagdes matematicas.

A adogdo dos métodos de resolugdo de problemas segue tendéncia observada nos
textos mais recentes de cdlculo. A elaboragdo de projetos como instrumento que influi
diretamente na capacidade do aluno perceber as diferentes representacdes envolvidas no
conceito de maximos e minimos, estd previsto em textos como os de Angela R. Santos
& Waldecir Bianchini (2002), Débora Hughes Hallett (1998), Edwards (1979) ou Ed
Dubinsky (1997) . Tomando como base estes textos, ¢ apresentado projeto em que sdo
discutidas as representacdes matematicas historicamente determinadas.

2. DA HISTORIA DO CALCULO

A primeira questdo que se deve compreender diz respeito ao papel da Historia da
Matematica como instrumento de uso didatico. Os conhecimentos em Historia da
Matematica permitem compreender melhor de que forma ocorreu a constru¢do de um
conceito e entender a sua importancia como pré-requisito de outro. Vale dizer que, sem
a perspectiva critica que a historia nos da, o processo de conhecimento perde em
qualidade, uma vez que ele aparece desvinculado de sua contextualizacao e alheio a
origem, utilidade e pertinéncia. Saber como, pouco a pouco, foram sendo forjados os
conceitos e as notacdes matematicas, serve também para compreender melhor certos
erros dos nossos alunos e poder por em pratica propostas didaticas mais adequadas para
uma apropriagcdo progressiva de certos conceitos. Este ponto de vista relacionando o
surgimento historico de um conceito ao do entendimento de um conceito por um
individuo diz respeito as teorias desenvolvidas por Piaget & Garcia (1989) quanto a
filogenia x ontogenia.

Principio que busca comparar o desenvolvimento da espécie humana (filogénese) com o
desenvolvimento do individuo humano (ontogénese) para compreender a origem e a trajetoria desses dois
fenémenos



Nao ¢ apenas a aplicagdo de um conceito que gera o interesse pelo assunto: sdo
também necessarias motivagdes de natureza intelectual e criativa. A escolha do texto
didatico ¢ parte importante do projeto pedagogico de um curso. Devem ser evitados os
textos que privam o aluno da exploragdo da constru¢do do conceito, que muitas vezes,
sdo resultado de um processo de desenvolvimento tedrico de um ou dois temas centrais
que perduraram durante séculos.

Todo conhecimento novo passa por uma fase de acomodacgdo a partir da reconstru¢ao
da rede existente de conhecimento e da assimilagdo do conceito, conforme o
entendimento de Piaget (1989) quanto a aprendizagem. Nesse sentido, o uso da histéria
da matematica ¢ um auxiliar para que professores e alunos entendam e superem as
barreiras no desenvolvimento do conhecimento matematico. As dificuldades
encontradas pelos alunos levam a que nos interroguemos, ¢ a histéria pode permitir-nos
imaginar outras estratégias de ensino. Sob o aspecto do curriculo, fica evidente que a
escolha de temas que enfoquem o desenvolvimento histérico do conceito, da ao aluno a
contextualiza¢gdo necessaria para a compreensao do tema.

Por outro lado, também se pode notar que os textos originais trazem uma seqiiéncia de
conceitos que passaram por fases historicas e filosoficas estranhas aos nossos alunos. O
enfoque excessivo nos métodos dedutivos limita a visdo do aluno a apenas uma forma
de representagdo matematica. Pode ser um caminho a seguir a reconstitui¢do de uma
seqiiéncia numa cadeia logica de modo que definicdes, processos dedutivos ou
representacdes graficas, no seu conjunto, venham a produzir maior significado
matematico.

3. DAS REPRESENTACOES MATEMATICAS

Segundo Kaput (1989), todas as conexdes em modelos de representagdes, como os
mapas conceituais, devem ter como objetivo detectar as regularidades que encontramos
quando mudamos de um sistema de representagdo para outro. As conexdes entre
diferentes sistemas de representacdo ocorrem quando sdo detectadas regularidades e
invariancias entre eles. A a¢do de mudar de representacdo permite comparar e
reorganizar o conceito, promovendo a reflexdo necessaria para assimilacdo e abstragdes
no futuro. Ainda segundo o mesmo autor, a variedade nas representagdes de um
conceito enriquece as atividades de onde sao adquiridas as experiéncias.

Ao fazer a andlise historica da evolugdo do céalculo por uma visdo das teorias de
Piaget&Garcia, Kaput (1989) toma por base um modelo das interrelagdes entre sistemas
algébricos e os periodos de desenvolvimento do conceito de derivada apresentados por
Grabiner (1983). As translagdes entre os sistemas algébricos sdo parte importante na
analise do desenvolvimento do céalculo uma vez que a linguagem de seus contetidos €
essencialmente algébrica. Segundo Grabiner (1983), sdo quatro as fases associadas
derivada: a) o surgimento na solu¢do de problemas como determinacdo de tangentes e
quadraturas (antes de Newton e Leibniz), b) quando foi criada (Newton e Leibniz); ¢)
quando foi explorada e desenvolvida, no século XVIII; e d) quando foi finalmente
definida no século XIX. Cada uma dessas etapas veio acompanhada de expressivos
avancos nas formas de representacdo do problema. No texto de Kaput (1989) fica
evidenciado que esta evolugdo esta condicionada a propria formagdo do conhecimento
dos seus niveis mais particulares, como ocorria até Newton e Leibniz aos niveis de
generalizacao obtidos apos Newton e Leibniz.

Qo



Do que vimos nos textos de autores, como Baron (1908) ou Edwards (1979),
que pesquisaram o calculo, podemos afirmar que as fases indicadas por Grabiner (1983)
sdo fruto das representacdes matematicas disponiveis em cada periodo. No periodo
anterior a Newton e Leibniz podemos retroceder aos gregos na busca da solucdo dos
problemas de determinagdo de valores extremos. Dos gregos podemos dizer que foram
os responsaveis por estabelecer os fundamentos da ldgica, tdo importantes para a
formacdo das estruturas matematicas. Da idade média teremos importantes
contribui¢cdes na utilizagdo de tabelas e graficos, como os tratados por Ptlolomeu e
Oresme. Com o desenvolvimento das estruturas algébricas e suas propriedades, como
as desenvolvidas por Cardan e Viete, e com o advento dos algoritmos de deducdo de
valor extremos, como os encontrados nos textos de Kepler e Fermat, estdo assegurados
os elementos necessarios as estruturas gerais da otimizacao. .
Kaput relaciona essas diferentes formas de representacdo matematica como
conexdes que podem ser estabelecidas seguindo o esquema reproduzido na “Figura 17
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A metodologia de resolucao de problemas vem discutir as diferentes abordagens em
situacdes que admitem solugdes distintas. Isso decorre do fato que as representacdes
internas de cada um interferem no processo da escolha do método e do seu
desenvolvimento. A base do seu conhecimento vem sendo moldada por analogias ¢ de
ligagdes com conhecimentos anteriores. Assim sendo, o que se deseja verificar ¢ se a
metodologia de discutir diferentes representacdes, € ndo apenas seguir 0 passo a passo
de algoritmos, ¢ capaz de produzir conclusdes com maior significado matematico.
Veremos a seguir como os alunos realizaram as conexdes entre os diferentes sistemas de
representacao no desenvolvimento de seu projeto.

4. DOS PROJETOS

No projeto estudado, foi proposta uma discussdo das condi¢des de embalagem de
um produto a ser escolhido pelo grupo. Foi interessante observar, como podemos ver na
Figura 2, que foi necessario discutir a embalagem a partir de alguma representacdo
interna do objeto e ndo da discussdo de um objeto novo. A partir da escolha da
embalagem surgiu a necessidade de algumas definigdes sobre o modelo, bem como qual
a funcdo a ser otimizada, suas restri¢des e em que condi¢des o modelo estaria de acordo
com a realidade. A “Figura 2” mostra ainda que os argumentos de escolha do 6timo
serdo pautados pelo uso de métodos dedutivos, como descrito no primeiro paragrafo.



Modelagem
Modelagem constitui-se no estudo, na busca por méximos e minimos. E muito

facil realizar este estudo tendo em mao a férmula a ser maximizada e minimizada.
Esta minimizagdo consegue-se atravéz da derivacdo desta formula.

0 processo da traducéio de um problema em uma fungdo, cuja formula se
conhece, e em um dominio sobre o qual ela deva ser otimizada é chamado
modelagem.

O projeto 2 proposto, constitui em analisar maximos e minimos de uma
embalagem escolhida pelo grupo. A embalagem escolhida pelo grupo foi uma
embalagem de ervilha tradicional da marca Etti pertencente ao Lote 19 A, as micro
ondulagBes que possuem na parede da lata foi desprezada ja que séo muito
pequenas tornando-as irrelevantes a nivel de calculo.

Figura 2

Os calculos desenvolvidos se ajustam as expressdes algébricas da area lateral e do
volume da lata. As Figuras 3, 4 ¢ 5 mostram que o problema foi analisado por meio de
diferentes associacoes:

a) Na Figura 3, temos as relagdes entre fungdes e expressoes algébricas:

Ao usar a substituicdo dos dados encontrados no objeto escolhido na expressao
algébrica que representa o volume da lata, o grupo percebeu que, se mantido o valor
ideal de volume, criar-se-ia uma dependéncia entre raio e altura. Essa caracteristica
de dependéncia entre varidveis representa uma das grandes dificuldades a ser
enfrentada no conceito de fungdo. As relagdes entre a pratica e um conceito de
tamanha complexidade podem ser fortemente exploradas.



Altura = h = 8cm

Raio = R =3,5cm

Nn=314cm

Os dados foram obtidos atravéz da medicdo real da embalagem,

Calculo do volume da lata :
N.R2.h
Subistituindo:

3,14%(3,5)2%8=
307,7am?

Sabe-se que R ndo é independente de h e vice versa. Para encontrar uma

relagdo precisa, usa-se o fato de que o volume da lata dlindrica, N.R2.h, é igual a
constante 307, 7cms.

Portanto:

M.R2.h = 307, 7ems

Figura 3

b) Na Figura 4, vemos que o grupo realizou uma associa¢do entre tabela de dados e
valores obtidos pelos algoritmos. Partindo dos dados obtidos pelo modelo,
realizaram-se variagdes em torno do raio e da altura da lata, e o que se verificou
€ que a darea necessaria para a embalagem ndo sofreria variagdo. Esse
procedimento ¢ semelhante ao adotado por Kepler (1570) quando investigava
valores extremos em problemas de volume maximo. O que Kepler testou para o
volume do tonel, em que ele veio a afirmar que variagdes infinitesimais em torno
do 6timo ndo alteram o volume, serviu de base para o primeiro algoritmo
reconhecido para determinacdo de valor extremo desenvolvido por Fermat.

Tabela de comparacéo, para ilustrar mais as dimensdes e gastos de materiais:

Raio Alura da lata | Material utilizado caixa3x4x2 | 2x6x2| 1x1x12 | Area da lata
0,1 9799,363057 54877,39312 62716,88 | 940739254 | 6154,0628
1 97,99363057 5583,643312 6367,592 | 9411,38854 621,68
1,56 43,5527247 3874,428875 4397,062 | 6280,59236 | 424,3966667
2 24,49840764 3127,821656 3519,796 | 4719,69427 332,82
25 15,678398089 2795,057325 3108,637 | 3787,95541 285,41
3 10,88818117 2693,214437 2954531 | 3171,79618 | 261,6533333
3.5 1,999480047 2743.898089 2967.884 | 2736,8253 | 252,7585714
3.95 6,280636473 2887,116788 3085585 | 244402735 | 253,7811684
4 6,124601911 2907,910828 3103,898 | 2415,84713 25433
8 1,531150478 6829,955414 6927,949 | 1431,92357 478,845
10 0,979936306 10148,76433 10227,16 | 1340,73885 689,54

_ Figura 4




¢) O levantamento do problema evoluiu para questdes ndo s6 do volume da lata
como também para analisar o armazenamento dos objetos. Esse aspecto do
problema levou a necessidade de buscar solugdes tedricas que ajustassem 0s
dados reais a valores 6timos, como se pode ver na Figura 4 quando o grupo
enuncia os motivos da escolha. Nas Figuras 5 e 6, a associagdo entre fungdes,
algoritmos e expressdes algébricas, avalizou a relacdo entre dados reais e dados
teoricos para os quais as condi¢cdes de volume e armazenamento estejam pré-
fixadas.

Obtendo h:
h =307,7/1.R2
vamos agora encontrar a férmula de materiat utilizado que é dada por:
Masairn : Area tateral + 2*(Area da base)=

O 2MNR.A+ 2MR2 =

2MR.(307,7/NR2) + 2NR2 =

i {615 4/R) + 2MR2 =
R > 0 ja que no pode existir R negativo nesta funclo:
Derivando a dltima equacio:

AR - 615,4/R?

IR® = 153,9
R = (153,9/M)1/3 = 12,4/1 = 3,95cm

O raia achado acima € o raio minimo possfvel para se obter o minimo de
custo com material, na caso o metal.

Encontrande-se o R, procura-se agora o h:

h = 307,7/MtR2=
307,7/1.(3,95)2=
307,7/48,95=
6,29am

Substituindo © raio encontrado na equagio geral do material gasto na
embalagem (equagdo @), encontra-se:

Materiat e = 21R2 + 615,4/R
Muerat iz = 20115,6 + 615,4/3,95 =

Mawi iz = 98 + 155,7 =
Materiat 12 = 253,7 om?2

Figura 5

d) Na figura 6, a relag@o entre valores tedricos e valores 16gicos:



Raio Area
0,1 6154,063 raio minimo possivel
1 621,68
1,5 424, 3967
2 332,82
2,5 285,41
3 261,6533
3,5 252,7586 lata do supermercado
3,95 253,7812 calculo do raio ideal para se ter o menor
gasto
4 254,33
8 478,845
10 689,54 raio méximo em funcio da altura

Segue em anexo o grafico desta fungio{entre as paginas 4 e5).

Percebendo bem a tabela ela possui R{raic) mitimo de 0,5cm ja que é o
comprimento médio de uma ervitha{lom), e dgicamente ndo podemos ter um raio
menor que seu comprimento.

O R{raio} maximo é de 10am ja que este R esta em funcdo de hialtura)
minimo que também & de 1cm, que € a altura médiz de uma ervilha.

Y
-

——2 U

Figura 6

e) A observagdo das variagdes entre raio e altura na constru¢ao formou uma nova
conexao entre representacdes matematicas distintas. O grupo decidiu pesquisar
a relagdo entre a area da superficie da lata com o seu raio ainda nas condigdes
fixadas pelo objeto. Essa conexdo foi realizada pela associacdo da tabela de
dados da Figura 6 ao grafico da area em fun¢do do raio. A representacdo grafica
da area a partir da tabela pode ser vista na Figura 7.




Figura 7

Pela observagao do grafico também ficou claro para o grupo que a fungdo area sera
maxima para um raio tendendo a zero, o que € inviavel face aos dados reais.

5. CONCLUSOES
Como proposta pedagodgica que tenha por objetivo explorar os campos de
representacdo, sugere-se a elaboracdo de projeto desenvolvido pelos alunos a partir da
analise de dados experimentais. E interessante que o projeto seja aberto o suficiente
para que o aluno ndo s6 realize as conexdes entre os campos de modo natural, mas
também que eles percebam a necessidade de explorar todas as possiveis abordagens.

Para discutir uma proposta pedagdgica que enriquecesse as conexdes entre as
diversas representacdes presentes nos mapas conceituais de maximos € minimos,
buscou-se nos livros didaticos qual o enfoque a ser dado. O que nos chamou a atencdo
foi a inclusdo de projetos a serem desenvolvidos no término das unidades e um forte
apelo ao uso de tecnologia. Uma das virtudes na aplicag@o de projetos ¢ a variedade de
desafios que podem ser colocados, sejam de natureza aplicada, abstrata ou até mesmo
historica. Alguns bons projetos podem ser encontrados nos textos de Angela R. Santos
& Waldecir Bianchini (2002), Débora Hughes Hallett(1998), Edwards (1979) ou Ed
Dubinsky (1997).

Acompanhando a evolugdo do projeto, através de exposi¢cdes orais e tendo
oportunidade de observar a comunicagdo entre os membros do grupo, ¢ possivel
também que outras vertentes importantes da educacdo matematica sejam analisadas: a
linguagem e argumentacdo e as classes colaborativas. A linguagem e a argumentac¢ao
dizem respeito ao campo da analise do discurso e as formas de comunicag@o dos alunos.
As classes colaborativas dizem respeito aos estudos de comportamento de atividades
realizadas em equipe.

Muitas das discussdes sobre reforma do calculo referem-se ao contetido. Na
verdade, a discussdo sobre a utilizagdo de projetos revela a questao de como o calculo é
dado. O que fica claro também € que as inovagdes nao estdo restritas ao projeto sob a
forma de situagdo-problema, mas também em projetos que viabilizem analises por meio
da aplicacao de tecnologia propria, como sensores ou calculadoras ou computadores.

Quanto a selecdo do projeto deve-se ter em vista o atendimento a
aspectos cognitivos:

- Qual o conhecimento necessario para a compreensdo do projeto?

- Quais as representacdes necessarias?

- Quais as conexdes que devem ser realizadas?

Para alcancar os objetivos da sedimentacdo do conceito de méximos € minimos, 0s
projetos devem ser trabalhados tendo em vista o conjunto do sistema de representagdes
de Kaput (1991). A seqiiéncia didatica que esta sendo sugerida deve vir de encontro as
principais influéncias na constru¢ao do conceito de maximos e minimos.

1) Discutir a relevdncia e a pratica
A formagao dos grupos, a organizagdo dos debates, a distribui¢do das tarefas
sao pontos que devem ser observados pelo professor. Faz parte dos
processos de resolucdo de problema o registro do desenvolvimento das




etapas da solu¢do do projeto. Estes registros devem ser discutidos e expostos
pelo grupo.

2) A experimentacdo e representacdo grdfica
Estimular o grupo a testar dados experimentais e buscar algum mecanismo
de visualizacdo grafica do problema.

3) Notacdo Funcional
Definir a fungdo ou as equagdes que formam o modelo. Determinar quais as
restricdes do problema.

4) Solucdo por Métodos Dedutivos e verificacdo dos resultados
O aluno devera descrever a solucdo tedrica, determinando todos os passos e
avaliar se o resultado se ajusta a pratica.

Buscando na historia as justificativas para as seqiiéncias e representacdes hoje
adotadas, vimos que a escolha de um problema motivador teria papel fundamental no
envolvimento do aluno com os objetivos do projeto. Este envolvimento seria tdo maior
quanto o reconhecimento do problema na sua realidade. Problemas de maximizagao
estdo presentes ao longo da histéria da matematica e diversas sdo as formas com que
foram tratados. Sejam as representagdes geométricas da antiguidade, as tabelas
experimentais do periodo medieval, os algoritmos e métodos dedutivos a partir do
periodo renascentista, todas as representagdes sdo visdes distintas que compdem o
conceito conforme o entendimento de Kaput (1991). Entendemos também que a
pesquisa historica permite encontrar problemas e situagdes representativas da evolucao
de conceitos.

Pensamos que com este trabalho contribuimos para que o Ensino de Célculo no
curso superior seja conduzido por formas mais consistentes no sentido de exploracao de
outras representacdes ligadas ao conceito, que niao sejam apenas as dos métodos
dedutivos.  Ou seja, alternativas de metodologia devem ter em mente o objetivo de
definir as circunstancias que sdo favoraveis a participacdo do aluno na constru¢do do
seu conhecimento como acontece na metodologia de projetos.
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